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Kolejne twierdzenie nazwano na czes¢ Cantora, ktéry udowodnil, ze zste-
pujacy ciag domknietych podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych o $rednicach
dazacych do zera ma przekrdj jednopunktowy. W przypadku ogdlnym twier-
dzenie to znajduje si¢ w ksiazce Hausdorffa [215]. Kuratowski w pracy [295]
wykazal, ze wlasno$é¢ ta charakteryzuje zupetnosé.

TWIERDZENIE 4.1.7 (lemat Cantora). Przestrzen metryczna jest zupetna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy zstepujocy ciqg jej podzbiorow domknietych
o $rednicach dgzgcych do zera ma przekrdj jednoelementowy.

DowOD. Zalézmy, ze (F,)02; jest ciagiem zbioréw domknietych prze-
strzeni metrycznej zupelnej (X,d) oraz ze F,11 C F, C X dla kazdego
n € Ni nh_)ngo diam(F,,) = 0. Jesli dla kazdego n € N wybierzemy xz,, € F,,
to ciag (x,)o2; bedzie spelnial warunek Cauchy’ego. Faktycznie, jedli € > 0,
to istnieje takie ng € N, ze diam F,,, < . Wéwczas dla m,n > ng mamy
d(xm, y) < diam(F,,) < €, bo F,,, C F,, i F,, C F,,. Poniewaz przestrzen

(X, d) jest zupelna, to istnieje takie v € X, ze x = li_)m . Wowcezas dla kaz-
n o

dego n € N mamy z € cl F,, = F,, bo {z,,: m > n} C F,, a w konsekwencji
x € ({F,:n €N} Jedli y # z, to d(z,y) > 0, czyli istnieje takie n € N, ze
diam F, < d(z,y), a wiec y ¢ F,,. To konczy pierwsza cze$é dowodu.

Aby wykazaé implikacje odwrotna, ustalmy ciag Cauchy’ego ()52 i roz-
wazmy zbiory F,, = cl{z,,: m > n}. Oczywiscie F,, ;1 C F,, dla kazdegon € N,
a poniewaz ciag spelnia warunek Cauchy’ego, to dla kazdego € > 0 istnieje
takie ng € N, ze diam{x,,,: m > no} < e. Z lematu 4.1.6 mamy diam F,,, < ¢,
a wiec nh_)ngo diam F,, = 0. Ustalmy = € N{F,: n € N}. Poniewaz mozemy

zakladaé, ze ciag nie jest staty, to z € ({x,,: n € N})4. Na mocy lematu 2.2.15
mamy wiec r = 1i_>m Ty, co konczy dowdd. O
n—oo

Jesli (F,)02 jest ciagiem zstepujacym zbioréw domknigtych w przestrzeni
metrycznej zwartej (X, d), to {F,: n € N} # (), bo kazda rodzina zstepujaca
jest scentrowana. Ponadto, jesli $rednice zbiorow F, zmierzaja do 0, to ich
przekrdj jest jednym punktem. Faktycznie, jesli z,y € N{F,: n € N}, to
d(xz,y) < diam(F;) dla kazdego n € N, a wiec z = y. Z lematu Cantora
wynika zatem nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 4.1.8. KaZda przestrzen metryczna zwarta jest zupeina.
Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, bo na przyklad przestrzen R jest
zupelna, a nie jest zwarta; p. przyktad 2.2.17. Zwartos¢ od zupelnosci rézni

catkowita ograniczonosc¢, ktora jest wlasnoscia metryczna.

DEFINICJA 4.1.9 (metryka calkowicie ograniczona). Metryka d na zbiorze
X jest calkowicie ograniczona, gdy dla kazdego € > 0 istniejg takie zbiory
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Ay, A, C X, ze AjU...UA, = X orazdiam A; < e dla i < n. Przestrzen

metryczna (X, d) jest wtedy calkowicie ograniczona'.

7 definicji zwarto$ci wynika, ze kazda przestrzen metryczna zwarta jest
catkowicie ograniczona, bo dla kazdego ¢ > 0 mozna ja pokry¢ skoriczenie
wieloma kulami o promieniu 5. Zauwazmy, ze kazda podprzestrzen przestrzeni
catkowicie ograniczonej jest catkowicie ograniczona.

TWIERDZENIE 4.1.10. Przestrzen metryczna jest zwarta wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest zupelna i catkowicie ograniczona.

DowOD. Zalézmy, ze (X,d) jest przestrzenia zupelng, calkowicie ogra-
niczona. Przypusémy, ze U jest jej pokryciem otwartym, ktore nie zawiera
pokrycia skonczonego. Wéwczas konstruujemy zstepujacy ciag {F,: n € N}
niepustych podzbioréw domknietych przestrzeni X takich, ze diam F,, < %

n
dla kazdego n € N i zbiory F,, maja wtasnosc¢:
(W) zZadna skoriczona podrodzina rodziny U nie pokrywa zbioru F,.

Jako F przyjmijmy X. Jedli zbior F, jest juz okreslony, to korzystajac z faktu,
ze przestrzen X jest calkowicie ograniczona, pokrywamy go skonczenie wielo-
ma podzbiorami o $rednicy nie wiekszej niz n}rl. Wéwcezas, na mocy zatozenia
indukcyjnego, przynajmniej jeden z tych zbioréw nie ma pokrycia skonczonego
elementami rodziny U. Zbiér ten przyjmujemy jako F,41. Poniewaz Srednica
zbioru jest taka sama jak $rednica jego domkniecia (p. lemat 4.1.6), to moze-
my zakladac¢, ze sa to zbiory domkniete niepuste. Na mocy lematu Cantora
(p. twierdzenie 4.1.7) istnieje taki punkt x € X, ze N{F,: n € N} = {z}. Po-
niewaz U jest pokryciem, to x € U dla pewnego U € U. Istnieje takie n € N,
ze % < dist(xz, X \ U). Wéwczas F,, C U. Faktycznie, gdyby istnial punkt
y € F,, \ U, to mieliby$my

1
diam F,, > d(x,y) > dist(z, X \U) > —,
n

bo z € F,,. To prowadzi do sprzecznoéci, bo diam F;,, < % Zbior F), jest
zatem zawarty w pewnym elemencie pokrycia U, co jest sprzeczne z warunkiem
(W). Kazda przestrzeil zupelna calkowicie ograniczona jest zatem zwarta.
Implikacja odwrotna jest oczywista. ([l

Dla przestrzeni zupelnych zachodzi uogélnienie twierdzenia 1.9.30, kté-
re mowi, ze kazdy podzbior domkniety w sobie gesty przestrzeni metrycznej
zwartej zawiera zbiér Cantora.

TWIERDZENIE 4.1.11. Niech f: X — Y bedzie surjekcjq cigglq przestrzeni
metrycznej zupelnej na w sobie gestq przestrzen Hausdorffa. Wowczas istnieje
taki zbior Cantora C C X, Ze f [ C jest zanurzeniem homeomorficznym.

1Calk0witac ograniczonos¢ mozna tez zdefiniowac¢ inaczej: dla kazdego € > 0 istnieje taki
zbiér skoniczony {z1,...,zn}, ze dla kazdego x € X istnieje takie k < n, ze d(z,z) < &
patrz np. [153]. Zbiér {x1,...,z,} bywa tez nazywany e-sieciq.



