Niech ¢_ bedzie minimalnym katem, jaki wektor z S_ tworzy z dodatnia
czescig pétosi x. Niech v_ = (x_,y-) bedzie dowolnym z wektorow, ktére uzyskuja
tenkat. Analogicznie definiujemy ¢. i v. = (x,,y,) dla S; (patrzrys. 1). Ponizszy
lemat pokazuje zwigzek pomiedzy pytaniem, na ktére chcemy odpowiedzie¢,
a suma katéw ¢_1i ..

Lemat 1. Nastepujgce trzy warunki sg rownowazne:

> -+, <180°

> istnieje dodatnia liczba catkowita a, taka ze wektor (a,0) moze by¢ uzyskany
jako suma wektoréw ze zbioru S_U S,,

> =Xy +x-y.>0.

Dowdd. Méwimy, ze wektor v jest nieujemng kombinacjg wektorow vy, ..., v, jesli
v= Z,};l a;v; dla pewnych nieujemnych liczb rzeczywistych a;. Wprowadzmy
réwniez oznaczenie

w=(=y) Vit y.-vo=(=x-y-+x-y.,0).

Vi

Vi

Rysunek 2: Po lewej: ilustracja sytuacji dla - + ¢, = 180°, szary obszar odpowiada nie-
ujemnym kombinacjom wektoréw z S. Po prawej: ilustracja sytuacji dla ¢_ + ¢. < 180°,
szary obszar odpowiada nieujemnym kombinacjom wektorow {v_, v.}.

Rozwazmy przypadek ¢_ + ¢, = 180° (patrzrys. 2). W tym przypadku zaden
punkt na dodatniej pétosi x nie jest nieujemng kombinacja wektoréw z S_ U S..
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Wszystkie nieujemne kombinacje leza w wycinku ptaszczyzny ograniczonym
przez wektory v_iv,, rozciaggajgcym sie od v_ do v, zgodnie z kierunkiem ruchu
wskazowek zegara. Dlatego nie jest mozliwe, aby dotrze¢ na dodatnig potowe
osi x przez dodawanie wektorow z S_ U S,. Ponadto, poniewaz wektor w jest
nieujemna kombinacja v- i v,, zachodzi —x, - y- + x_ - y, <0.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy ¢- + ¢, < 180°. Zauwazmy, ze wektor
w jest nieujemna kombinacjg v- i v, z dodatnimi catkowitymi wspétczynnikami,
co oznacza, ze wektor w moze by¢ wyrazony jako suma skonczonego ciggu
ztozonego z wektorow v- i v,. Poniewaz kat pomiedzy v- i v, nie wynosi 180°,
wektory te nie sg wspotliniowe i w # (0,0). Co wiecej, wszystkie nieujemne
kombinacje v_i v, znajduja sie wewnatrz wycinka ptaszczyzny ograniczonego
przez v- i v,, rozposcierajgceqgo sie zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek
zegara od v, do v_. To oznacza, ze zaden punkt na ujemnej polowie osi x nie
jest nieujemna kombinacja v_iv.. Zatem —x, - y_ + x_ - y,, czyli pierwsza wspot-
rzedna wektora w, jest dodatnia, co konczy dowaéd. O

Zaréwno v,, jak i v. moga by¢ tatwo wyznaczone w czasie liniowym. Bez
utraty ogolnosci, poniewaz oba przypadki sa symetryczne, skupmy sie na wy-
znaczeniu v,. Rozwazmy dwa wektory u = (x,,y,) i w=(xy, yu) ze zbioru S..
Kat miedzy u a dodatnig pdtosig x jest mniejszy niz kat miedzy w a dodatnia
potosia x wtedy i tylko wtedy, gdy x,/y, > x,/y. To wynika z wtasnosci funk-
cji cotangens i moze by¢ uzyte do poréwnania pary wektorow z S, w czasie
stalym. Zgodnie z Lematem 1 wystarczy na koncu obliczy¢ znak wyrazenia
—X, Y-+ x_- Y., aby wyznaczy¢ poszukiwang odpowiedz.

Osiowa zupelnos¢ a odwracalnosé

Udowodnimy teraz, ze jesli S jest osiowo zupelny, to kazdy ruch superskoczka
mozna odwroci¢. Ta wlasnosc¢ jest przydatna w drugiej czescinaszego algoryt-
mu, gdzie sprawdzamy zupetnos$¢ zbioru osiowo zupeinego.

Lemat 2. Jesli zbior S jest osiowo zupelny, to jest odwracalny.

Dowéd. Z definicji osiowej zupetnosci wynika, ze istniejg wektory (a,0), (=b,0),
(0,c)i(0,—d), takie ze a, b, c,d > Oikazdy z nich moze by¢ wyrazony jako suma
skonczonego ciggu wektoréw ze zbioru S. Rozwazmy dowolny wektor v = (vy, v))
z S. Wystarczy pokaza¢, ze —vmoze by¢ wyrazony jako suma skonczonej liczby
wektordw z S. Jesli v=(0,0), to twierdzenie jest prawdziwe w sposéb trywialny.
Dlatego w pozostatej czesci dowodu zaktadamy, ze v #(0,0).

Rozwazmy wektor (w,,0), gdzie w, réwna sie a, jesli v, < 0, lub —b w prze-
ciwnym przypadku. Analogicznie rozwazmy wektor (0,w,), gdzie w, réwna





