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Ztozonos$¢ czasowa

Doktadne policzenie czasu dzialania programu jest bardzo pracochtonne
(zalezy od kompilatora, rodzaju komputera czy szybkosci procesora). Dlatego
nie mierzy sie czasu dokltadnie, lecz do pewnego rzedu wielkosci. Ztozonosé
czasowa ulatwia szacowanie czasu dzialania programow.

Na zlozonos¢ mozemy patrzeé¢ jak na maksymalng liczbe operacji sta-
tych, ktére moze wykonaé program. Operacje stale to pojedyncze operacje
dodawania, mnozenia, przypisania itp. Niektorych operacji mozemy nie li-
czy¢, skupiajac sie na pozostatych, ktore wykonuja sie najwiecej razy. Takie
operacje nazywamy dominujgcymi.

Liczba wykonywanych operacji dominujacych zalezy od konkretnych
danych wejsciowych. Zwykle chcemy wiedzie¢, jak czas wykonania zalezy od
okreslonego aspektu danych. Najczesciej jest to wielko$é¢ danych, ale moze by¢
to réwniez rozmiar kwadratowej macierzy czy warto$¢ wezytywanej zmienne;j.

1.1. Ktéra operacja jest dominujaca?

cin >> n;

for (int i = 1; i <= n; i++)
wynik++;

cout << wynik;

sw N e

Operacja w wierszu 3 jest dominujaca i wykona sie n razy. Ztozono$¢ zapisu-
jemy w notacji duzego O, w tym przypadku O(n) — zlozonosé liniowa.
Zlozono$¢ oznacza, ze program nie wykona wiecej operacji niz jest to
okreslone przez rzad wielkosci. Dokladniej, w przypadku O(n) program moze
wykonaé c-n operacji, gdzie c jest staltq, ale nie moze wykonaé juz na przyktad
n? operacji, gdyz jest to wyzszy rzad wielkoéci. Innymi stowy, obliczajac
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ztozonos¢, pomijamy state wspélezynniki. Jesli wiec petla wykonywataby sie
20-n lub ¢ razy, to weiaz mamy ztozonoé¢ O(n), cho¢ czas dziatania programéw
moze byé¢ rézny. Analizujac ztozonos$é, powinnismy wyszukiwaé specjalne,
zlodliwe przyklady danych, na ktérych dany program bedzie dzialal dtugo.

Porownanie roznych ztozonosci czasowych

Sprobujmy pordéwnaé podstawowe ztozonosci czasowe.

1.2. Zfozonos¢ stata — O(1).

1 cin >> nj;
2 cout << n * nj;

Zawsze mamy stalg liczbe operacji.

1.3. Ztozono$¢ logarytmiczna — O(logn).
cin >> n;
while (n > 1) {
n=mn/ 2;
wynik++;
}

cout << wynik;

o o W N e

Wartoéé n jest w kazdym obrocie petli zmniejszana o potowe. Jesli n = 2%,
to logn = x (zakladamy, ze domy$lna podstawa logarytmu jest 2). Stad
ztozonosé logarytmiczna.

Zastanéwmy sie, jak szybko bedzie dzialal ponizszy program w zaleznosci
od danych wejsciowych.

1.4. Ztozonos¢ liniowa — O(n).

1 cin >> nj;

2 for (int i = 1; 1 <= n; i++) {
3 cin >> x;

4 if (x == 0)

5 return 0O;

6 }

Zauwazmy, ze jeSli pierwszg wcezytang warto$cig = byloby zero, to program
od razu by sie zakoniczyl. Pamigtajmy jednak ze badajac zlozonosé, szukamy
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ztodliwych przypadkéw. Ten program bedzie dziatal najdtuzej, jesli zero nigdy
nie wystapi.

1.5. Ztozono$é kwadratowa — O(n?).

cin >> n;

1

2 for (int i = 1; i <= n; 1i++)

3 for (int j = i; J <= n; Jj++)
4 wynik++;

5

cout << wynik;

Wynik bedzie réwny 3 - (n? +n) (wyjasnienie w éwiczeniach). Obliczajac
zlozonosé, szacujemy czas dziatania, wiec jesteSmy zainteresowani wyrazeniem,
ktore roénie najszybciej. Wobec tego nie tylko pomijamy stale, ale réwniez
inne wyrazenia (w tym przypadku % -n), ktore rosna wolniej. W ten sposéb
uzyskujemy zlozonos¢ kwadratows.

Popatrzmy na przyktad, gdy zlozonosé zalezy od kilku zmiennych.

1.6. Ztozonos¢ liniowa wzgledem n i m — O(n + m).

cin >> n >> m;

1

2 for (int i = 1; i <= n; 1i++)
3 cout << i << " /',

4 for (int i = 1; 1 <= m; 1i++)
5

cout << i << " 7,

Ztozonosci wyktadnicze

Warto wiedzieé, ze istnieja inne zlozonosci, takie jak O(2"), O(n!). Sa to
ztozonosci wyktadnicze. Programy o takich ztozono$ciach rozwiazujg problemy
tylko dla matych n, gdyz dla duzych dzialatyby bardzo diugo.

Limit czasu

Obecnie komputery wykonujg okolo 108 operacji w mniej niz sekunde.
W typowych konkursach programistycznych, na komputerach sprawdzajacych
rozwiazania, limity na wykonanie zadan wynosza zazwyczaj od 1 do 10 sekund.

Podczas zawodéw mamy czesto podane ograniczenie na wielko$¢ da-
nych, dzieki czemu mozemy sie domysla¢ w jakiej ztozonosci powinno zostac
rozwigzane zadanie. Jest to zwykle duze utatwienie, gdyz mozemy szukaé
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rozwigzania dzialajacego w okreslonej ztozonosci, zamiast szukaé szybszych
rozwigzan. Przykladowo, dla:

e 1 < 1000000 oczekiwana ztozonos$é czasowa to O(n) lub O(nlogn),
e 1 < 10000 oczekiwana zlozonoéé czasowa to O(n?),
e n < 500 oczekiwana zlozonosé czasowa to O(n?3).

Pamigtajmy, ze limity nie sa $ciste, a tylko przyblizone. Czesto zaleza one
od konkretnego zadania. Jesli stwierdzimy, ze program wykonuje duzo ponad
10® operacji, to powinni§my sie zastanowié, czy nie istnieje szybsze (o lepszej
zlozonosci czasowej) rozwiazanie problemu.

Ztozonos¢ pamigciowa

Rozwiazujac zadania, nalezy réwniez zwroci¢ uwage na limit dostepnej pa-
mieci. Limit pamieci okresla, jak duzo zmiennych mozemy zadeklarowac.
W przyblizeniu, jesli mamy statg liczbe zmiennych, to ztozono$¢ pamigciowa
wynosi O(1). Jezeli potrzebujemy zadeklarowaé tablice z n elementami, to
zlozonosé pamieciowa wynosi O(n) (analogicznie, jak przy zlozonosci czaso-
wej). W zadaniach konkursowych limit pamieci okreslany jest w megabajtach,
w skrocie MB. Warto wiedzieé, ze kazda zmienna typu int zajmuje 4 bajty,
a tablica miliona takich zmiennych zajmuje okoto 4 MB.

Warto zauwazy¢, ze nie zawsze wszystkich zmiennych i struktur danych
potrzebujemy uzywaé w tym samym czasie. Dzigki temu mozemy oszcze-
dzaé¢ pamieé, uzywajac jednej zmiennej do réznych celéw (poprzez jej nad-
pisywanie).

Cwiczenie

Problem: Dla danego n mamy obliczyé¢ sume liczb catkowitych od 1 do n.

Rozwiazanie: Zadanie mozemy rozwigza¢ na kilka réznych sposobow. Osoba
niezdajaca sobie sprawy ze zlozonosci czasowej moglaby zwiekszaé¢ wynik
o jeden.

1.7. Rozwigzanie brutalne — zfozono$¢ O(n?).

1 for (int i = 1; i <= n; i++)
2 for (int j = 1; j <= 1i; Jj++)
3 wynik++;
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Zastanowmy sie, jak przyspieszy¢ powyzszy program. Zamiast pojedyn-
czego zwiekszania wyniku, moglibyémy zwiekszaé¢ go hurtowo — kolejno
ol,2,....,n.

1.8. Rozwigzanie wolne — ztozonos¢ O(n).

1 for (int i = 1; 1 <= n; 1i++)
2 wynik += 1i;

Co ciekawe, powyzsze rozwiazanie mozna jeszcze bardziej przyspieszy¢.
Wypiszmy ciag 1,2, ...,n, a tuz pod nim ten sam ciag w odwrotnej kolejnosci.
Dodajmy liczby z tych samych kolumn.

1 2 3 . ln—1 n
n n—1|n—21... 2
n+l|n+1|n+1]...|n+1|n+1

Po zsumowaniu, w kazdej komorce pojawita sie wartosé n + 1, dzicki czemu
mozemy tatwo obliczy¢ wzoér na catkowita sume.

1.9. Rozwigzanie szybkie — zfozonos¢ O(1).

1 wynik = n x (n + 1) / 2;

W zaleznosci od limitéw w zadaniu powyzsze rozwigzania moga by¢ akcepto-
wane badz nie. Przykladowo, jesli mamy zadeklarowane, ze:

e 1 < 10000, to wszystkie programy powinny zosta¢ zaakceptowane,

e n < 1000000, to rozwigzanie brutalne wykona okolo 10'? operacji, co
zwykle spowoduje przekroczenie limitu czasu. Rozwigzanie wolne i szybkie
powinno zostaé zaakceptowane,

e 1 < 109, to tylko rozwigzanie szybkie powinno zostaé zaakceptowane.

Zadania treningowe

Konkurs: VIII Ob6z Informatyczny ILOCAMP Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Pamigé: 32 MB

Mata zabka chce sie przedosta¢ na druga strone drogi. Poczatkowo znajduje sie
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w punkcie z, a koniec drogi jest w miejscu y. Zabka skacze zawsze o odleglosé
réwna s.

. /\O/\O/Z/\AO

Zastanawiamy sie, ile co najmniej skokow wykona zabka, nim doskoczy do
konica lub przeskoczy koniec drogi.

Wejscie
Pierwszy wiersz wejécia zawiera 3 liczby catkowite z,y,s (1 <z <y, s < 10%)

oznaczajace odpowiednio: pozycje zabki, koniec drogi oraz dtugo$é skoku
zabki.

Wyijscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjScia powinien zawiera¢ jedng liczbe catkowita
réwna minimalnej liczbie skokéw, po ktérych wykonaniu zabka doskoczy do
konca drogi lub go przeskoczy.

Przyktad
Dla danych wej$ciowych: Poprawna odpowiedzia jest:
10 85 30 3
Konkurs: V Obéz Informatyczny ILOCAMP Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Pamigé: 32 MB

Edek napisat kreda na chodniku wszystkie liczby catkowite od 1 do n w losowej
kolejnosci. Nastepnie poszedt do sklepu. Po powrocie zauwazyl, ze brakuje
jednej liczby. Poméz Edkowi i powiedz, ktérej liczby brakuje!

Wejscie
Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedna liczbe calkowita n (1 < n < 500000),
ktéra wskazuje, ile liczb wypisat Edek.
Kolejny wiersz zawiera n — 1 liczb catkowitych lo, 11, ..., l,—2 (1 < I; < n),
gdzie [; oznacza i-ta liczbe na chodniku (po powrocie Edka ze sklepu).
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Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé jedna liczbe catkowita —
liczbe, ktérej brakuje na chodniku.

Przyktad
Dla danych wejsciowych: Poprawna odpowiedzia jest:
5 4
2 315
Konkurs: IIT Ob6z Informatyczny ILOCAMP Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Pamigé: 32 MB

Ja$ znalazt w domu dluga taéme. Bez chwili namystu napisat na tasmie
pewien ciag liczb calkowitych. Teraz chcialby przeciaé¢ taéme w pewnym
miejscu, tak aby réznica miedzy suma liczb na jednym kawaltku, a sumag
liczb na drugim kawatku byta jak najblizsza zeru. Chcieliby$my zna¢ wartosé
bezwzgledng z tej réznicy.

Wejscie
Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (2 < n < 1000 000),
oznaczajaca liczbe liczb na tasmie. Drugi wiersz wejscia zawiera n liczb
catkowitych ag, a1, ...,ap—1 (=1000 < a; < 1000), gdzie a; oznacza i-ta
liczbe napisang na tasmie.

Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedng liczbe catkowita,

rowng minimalnej wartosci bezwzglednej réznicy sum liczb na obu kawal-

kach.

Przyktad
Dla danych wejéciowych: Poprawna odpowiedzia jest:
5 1
31243
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Rozwigzania

Przed czytaniem rozwiazan warto przeczyta¢ punkt Konwencje w rozdziale
0d autora.

Zabka

e Zadanie mozna rozwiaza¢ w czasie O(1).
e Roéznice miedzy koricem drogi a punktem startowym nalezy podzieli¢ przez
dtugoéé skoku.

1 wynik =1 + (y - x — 1) / s;

Chodnik

e Zadanie mozna rozwiaza¢ w czasie O(n) oraz w pamieci O(n) lub O(1).

e W pamieci O(n) liczby mozna wiozyé do odpowiadajacych im komérek
w tablicy. Przyktadowo, liczbe 5 wktadamy do komorki o indeksie 5. Na
koniec wystarczy sprawdzié¢, ktorej z liczb brakuje.

e W pamieci O(1) mozna skorzystaé¢ ze wzoru na sume liczb od 1 do n, czyli

= % Nastepnie od s wystarczy odjaé sume wszystkich liczb, ktére
pozostaly na chodniku.

e Szkic rozwiazania (zakladamy, ze suma to suma wszystkich liczb na chod-
niku):

1 s = (n* (n+ 1)) / 2;
2 wynik = s - sumaj;
Tasma

e Zadanie mozna rozwiazaé w czasie O(n).

e 7Znajac sume wszystkich liczb oraz sume liczb po lewej stronie, mozna
obliczy¢ sume liczb po prawej stronie.

e Szkic rozwiazania (zakladamy, Ze s to suma wszystkich liczb):

1 wynik = 2 % 1000 + 1;

2 for (int i = 0; 1 < n - 1; i++) {
3 lewa += ali];

a prawa = s - lewa;

5 roznica = abs(lewa - prawa);
6 wynik = min(wynik, roznica);
7}
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