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Rysunek B.4 (a) Drzewo wolne. (b) Las. (c) Graf, ktéry zawiera cykl, a wigc nie jest ani drzewem, ani lasem

©

Nastepujace twierdzenie przedstawia wiele waznych faktow dotyczacych drzew wolnych.

Twierdzenie B.2 (Wlasnosci drzew wolnych)
Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym. Nastgpujace stwierdzenia sg rOwnowazne.

(1) G jest drzewem wolnym.
(2) Kazde dwa wierzchotki G sa potaczone ze soba doktadnie jedna Sciezka prosta.

(3) G jest spdjny, lecz jesli usuniemy ktorakolwiek z krawedzi z E, to powstaty graf jest
niespéjny.

(4) G jestspojnyi |E| = |V|—1.
(5) G jest acykliczny i |E| = |V|— 1.

(6) G jest acykliczny, lecz jesli dodamy do E jakakolwiek krawedZ, to powstaty graf zawiera
cykl.

Dowod (1) = (2): Poniewaz drzewo jest spdjne, kazde dwa wierzchotki G sa potaczone
co najmniej jedna $ciezka prosta. Niech u i v beda wierzchotkami potaczonymi dwiema r6z-
nymi $ciezkami prostymi p; i p,, jak to widaé na rys. B.5. Niech w bgdzie wierzchotkiem,
w ktérym Sciezki po raz pierwszy si¢ rozchodza; tzn. w jest pierwszym wierzchotkiem, przez
ktory przechodza Sciezki p; i p, i ktérego nastgpnikiem na p; jest x, a nastgpnikiem na p,
jest y, gdzie x # y. Niech z bedzie pierwszym wierzchotkiem, w ktérym $ciezki schodza
sig ponownie; a wigc z jest pierwszym wierzchotkiem po w na p;, ktéry znajduje si¢ rowniez
na p,. Niech p’ = w — x ~+ z bedzie podsciezka pi, ktéra prowadzi z w przez x do z, czyli

pP1=u~>w z Z ~ v, iniech p"w — y ~» z bedzie podsciezka p,, ktéra prowadzi z w
przez y do z, czyli p, = u ~ w z; z ~» v. Sciezki p’ i p” nie maja wspdlnych wierzchotkéw
poza swoimi koficami. Zatem Sciezka otrzymana przez ztozenie p’ i odwrdconej Sciezki p”
jest cyklem, co przeczy acyklicznosci drzewa. Tak wigc jesli G jest drzewem, to moze istnie¢
najwyzej jedna Sciezka prosta migdzy dwoma wierzchotkami.

(2) = (3): Jesli kazde dwa wierzcholki G sa potaczone jedyna Sciezka prosta, to G jest
spojny. Niech (u, v) bedzie dowolna krawedzia z E. Ta krawedz jest Sciezka z u do v, musi wigc
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Rysunek B.5 Jeden z krokéw w dowodzie twierdzenia B.2: jezeli (1) G jest drzewem wolnym, to (2) dowolne dwa
wierzchotki G sa ze soba potaczone jedyna Sciezka prosta. Przypusémy (przez zaprzeczenie), ze wierzchotki u i v
sa polaczone dwiema réznymi $ciezkami prostymi pi i pa. Sciezki te pierwszy raz rozchodza si¢ w wierzchotku w
i pierwszy raz schodza sie ponownie w wierzchotku z. Sciezka p’ ztozona razem z odwrécona Sciezka p” tworzy
cykl, co prowadzi do sprzecznosci

by¢ jedyna Sciezka taczaca u i v. Jesli usuniemy (u, v) z G, przestanie istnie¢ Sciezka z u do v,
wigc operacja ta rozspojnia G.

(3) = (4): Przyjmujac, ze graf G jest spdjny i uwzgledniajac zadanie B.4-3, mamy |E| >
|V| — 1. Udowodnimy przez indukcjeg, ze |E| < |V| — 1. Graf spéjnyon = 1 lubn = 2
wierzchotkach ma n — 1 krawedzi. Przyjmijmy, ze G ma n > 3 wierzchotkow i wszystkie grafy
spetniajace (3) o mniej niz n wierzchotkach spetniaja réwniez zaleznosé | E| < |V |—1. Usuwajac
dowolng krawedz z G, rozdzielamy graf na k > 2 spdjnych sktadowych (faktycznie k = 2).
Kazda sktadowa spetnia (3), bo inaczej G nie spetniatby (3). Rozwazmy kazda spdjna sktadowa
V; ze zbiorem krawedzi V; jako osobne drzewo wolne. Poniewaz kazda spdjna sktadowa ma
mniej niz | V| wierzchotkéw, z zatozenia indukcyjnego wynika, ze | E;| < |V;| — 1. Zatem taczna
liczba krawedzi we wszystkich sktadowych razem wynosi co najwyzej |V | —k < |V | — 2. Jesli
dodamy usunieta krawedz, to otrzymamy |E| < |V|— 1.

(4) = (5): Przypusémy, ze G jest spéjny i |E| = |V| — 1. Musimy wykaza¢, ze G jest
acykliczny. Przypusémy, ze G ma cykl zawierajacy k wierzchotkow vy, v,, ..., Vg, i bez utraty
ogolnosci zatézmy, ze ten cykl jest prosty. Niech Gy = (Vj, Ex) bedzie podgrafem grafu G
stanowiacym wtasnie ten cykl. Zauwazmy, ze |Vi| = |Ex| = k. Jesli k < |V, to musi istnie¢
wierzchotek vp1, € V — Vi, ktéry jest sasiadem pewnego wierzchotka v; € Vi, poniewaz
G jest spojny. Zdefiniujmy Gri11 = (Vit1, Ery1) jako podgraf G z Viyy = Vi U {vg41}
i Exy1 = Ex U {(vi,vk41)}. Zauwazmy, ze |Visq| = |Exs1] = k + 1. Jezeli k + 1 <
|V, to idac dalej, mozemy w ten sam sposéb zdefiniowaé Gy, itd., az otrzymamy G, =
(Va, En), gdzien = |V, V,, = Vi|E,| = |V,| = |V|. Poniewaz G, jest podgrafem G, mamy
E, C E, wigc |E| = |V]|, co jest sprzeczne z zatozeniem |E| = |V| — 1. Tak wigc G jest
acykliczny.

(5) = (6): Przypusémy, ze G jest acykliczny i |E| = |V| — 1. Niech k bedzie liczba
spdjnych sktadowych G. Kazda ze spéjnych sktadowych jest z definicji drzewem wolnym i skoro
(1) implikuje (5), liczba wszystkich krawedzi we wszystkich spdjnych sktadowych G wynosi
|V| — k. Tak wigc musi by¢ k = 11 w rzeczywistosci G jest drzewem. Poniewaz (1) implikuje
(2), kazde dwa wierzchotki G sa potaczone jedyna Sciezka prosta. Dodanie do G jakiejkolwiek
krawedzi tworzy zatem cyKkl.
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(6) = (1): Zat6zmy, ze G jest acykliczny, ale jesli dodamy do E jakakolwiek krawedz, to
utworzymy cykl. Musimy wykazaé, ze G jest spojny. Niech u i v beda dowolnymi wierzchotka-
mi G. Jesli u i v nie sg sasiadami, to przez dodanie krawedzi (u, v) utworzymy cykl, ktérego
wszystkie krawedzie poza (u, v) nalezg do G. Istnieje zatem §ciezka od u do v, a poniewaz u i v
zostaty wybrane dowolnie, wigc G jest spojny. |

B.5.2 Drzewa ukorzenione i uporzadkowane

Drzewo ukorzenione jest drzewem wolnym, w ktérym jeden z wierzchotkéw jest wyrézniony
— wierzcholek ten nazywamy korzeniem drzewa. Czgsto wierzchotki drzew ukorzenionych na-
zywamy weztami® drzewa. Na rysunku B.6(a) widaé¢ drzewo ukorzenione majace 12 wezléw
z wezlem 7 jako korzeniem.

Glebokosc 0 (7)

Glebokosé 1 (3) (10) (4)
Wysokose=4 (8) (1) ()  (2) Glebokosc?2 @ @& @ 2
Gigbokos¢3 (1) (6) (5)

Glebokosé 4 (9)
(b)

Rysunek B.6 Drzewa ukorzenione i uporzadkowane. (a) Drzewo ukorzenione o wysokosci 4 narysowane w standar-
dowy sposéb: korzen (wezet 7) znajduje si¢ na szczycie, jego synowie (wezty o glebokosci 1) ponizej, ich synowie
(wezly o glebokosci 2) pod nimi itd. Jesli drzewo jest uporzadkowane, to wzajemne uporzadkowanie synéw wezta od
lewej do prawej ma znaczenie; jesli nie jest — nie ma. (b) Inne drzewo ukorzenione. Jako drzewo ukorzenione jest
identyczne z drzewem w (a), lecz jako drzewo uporzadkowane rézni si¢ od tamtego, gdyz synowie wezta 3 wystepuja
w innej kolejnosci

Rozwazmy wezet x drzewa ukorzenionego 7T o korzeniu r. Kazdy wezel y na Sciezce
prostej z r do x nazywamy przodkiem (ang. ancestor) wezta x. Jesli y jest przodkiem x, to x
jest potomkiem (ang. descendant) wezta y. (Kazdy wezet jest jednoczes$nie swoim przodkiem
i potomkiem). Jezeli y jest przodkiem x i x # y, to y jest wlasciwym przodkiem x, a x jest
wiasciwym potomkiem y. Poddrzewo o korzeniu x jest indukowanym przez zbiér potomkow x
drzewem, ktérego korzeniem jest x. Na przyktad poddrzewo o korzeniu w weZle 8 na rys. B.6(a)
zawiera wezly 8, 6,519.

Jesli ostatnig krawedzia drzewa T na Sciezce prostej od korzenia r do wezta x jest (y, x), to
y jest ojcem (poprzednikiem) x, a x jest synem (nastgpnikiem) y. Korzen jest jedynym weztem
drzewa T, ktéry nie ma ojca. Jesli dwa wezly maja tego samego ojca, to nazywamy je bracmi.

5 Okreslenie ,,wezel” jest czesto uzywane jako synonim wierzchotka. My bedziemy uzywaé terminu ,,wezel” w zna-
czeniu wierzchotka drzewa ukorzenionego.
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Wezet, ktéry nie ma synéw, jest weztem zewnetrznym lub lisciem. Wezet, ktory nie jest liSciem,
jest weztem wewnetrznym.

Liczba synéw wezta x drzewa ukorzenionego T nazywa si¢ stopniem® x. Dtugosé Sciezki
prostej od korzenia r do wezta x nazywa si¢ glebokosciq wezta x w drzewie T. Wszystkie
wezty majace t¢ sama gleboko$¢ wyznaczaja odpowiadajacy jej poziom drzewa. Wysokos$¢
wezta w drzewie to liczba krawedzi na najdiuzszej Sciezce prostej w dét od tego wezta do liscia;
wysokos¢ drzewa to wysokoS¢ jego korzenia. WysokoS¢ drzewa jest takze rdwna najwigkszej
glebokosci wezta w drzewie.

Drzewo uporzadkowane jest drzewem ukorzenionym, w ktérym synowie kazdego z weziow
sa uporzadkowani. To znaczy, ze jesli wegzet ma k syndw, sa to pierwszy syn, drugi syn, ...1 k-ty
syn. Dwa drzewa widoczne na rys. B.6 sa rézne jako drzewa uporzadkowane, lecz takie same
jako drzewa ukorzenione.

B.5.3 Drzewa binarne i pozycyjne

Drzewa binarne najlatwiej zdefiniowaé rekurencyjnie. Drzewo binarne T jest struktura zdefinio-
wang na skoficzonym zbiorze weztéw, ktora:

* nie zawiera zadnych weziéw, albo

* sktada si¢ z trzech roztacznych zbioréw weziéw: korzenia, drzewa binarnego zwanego
lewym poddrzewem i drzewa binarnego zwanego prawym poddrzewem.

Drzewo binarne, ktére nie ma zadnych weziéw, nazywa si¢ drzewem pustym i oznacza sig¢
czasami jako NIL. Jesli lewe poddrzewo jest niepuste, to jego korzen nazywa si¢ lewym synem
korzenia drzewa gtéwnego. Podobnie, korzen niepustego prawego poddrzewa jest prawym synem
korzenia drzewa gtéwnego. Jesli ktére§ poddrzewo jest drzewem pustym NIL, to méwimy, ze
brakuje tego syna. Na rysunku B.7(a) jest pokazane drzewo binarne.

Drzewo binarne nie jest po prostu drzewem uporzadkowanym, w ktérym kazdy z weztéw
ma stopiefi co najwyzej 2. W drzewie binarnym na przyktad, jesli wezet ma tylko jednego syna, to
jego potozenie — to, czy jest lewym czy prawym synem — ma znaczenie. W drzewie uporzadkowa-
nym nie ma rozréznienia pojedynczego syna jako lewego lub prawego. Na rysunku B.7(b) widaé
drzewo binarne rézniace si¢ od tego z rys. B.7(a) polozeniem jednego wezta. Jesli rozpatrzymy
te drzewa jako drzewa uporzadkowane, to beda one identyczne.

Informacja o potozeniu weztéw w drzewie binarnym moze by¢ reprezentowana za pomoca
wewngetrznych weztéw drzewa uporzadkowanego, jak jest to pokazane na rys. B.7(c). Pomyst
polega na wstawieniu w miejsce kazdego z brakujacych synéw drzewa binarnego wezta bez
synéw. Te liScie sa zaznaczone jako kwadraty. Drzewo, ktére powstaje, jest regularnym drzewem
binarnym: kazdy z weztéw jest albo lisciem, albo ma stopien 2. Nie ma weztéw o stopniu 1,
a porzadek synéw wezta odpowiada ich potozeniu.

6 Zauwazmy, ze stopien wezta zalezy od tego, czy T jest drzewem ukorzenionym, czy wolnym. Stopieii wierzchotka
w drzewie wolnym jest, podobnie jak w dowolnym grafie nieskierowanym, liczba sasiednich wierzchotkéw. Natomiast
w drzewie ukorzenionym stopniem wezla jest liczba synéw — ojciec wezta nie wlicza si¢ do jego stopnia.
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() (b) ()

Rysunek B.7 Drzewa binarne. (a) Drzewo binarne narysowane w standardowy sposéb. Synowie wezta sa narysowani
pod nim: lewy po lewej, prawy po prawej stronie. (b) Inne drzewo binarne. W (a) lewy syn wezta 7 to 5, a prawy nie
istnieje. W (b) lewy syn 7 nie istnieje, a prawy to 5. Drzewa te jako drzewa uporzadkowane sa takie same, lecz jako
drzewa binarne r6znia si¢ od siebie. (c) Drzewo binarne z (a) reprezentowane przez wezlty wewnetrzne regularnego
drzewa binarnego: drzewa uporzadkowanego, w ktérym stopient kazdego wezta wewnetrznego wynosi 2. Liscie sa
zaznaczone jako kwadraciki

Reprezentacje pozycyjna, pozwalajaca odrézni¢ drzewa binarne od uporzadkowanych,
mozna rozszerzy¢ na drzewa majace wigcej niz 2 synéw w wezle. W drzewie pozycyjnym
synowie tego samego wezla sa etykietowani réznymi liczbami catkowitymi. Mowimy, ze brakuje
i-tego syna, jeSli nie ma syna etykietowanego liczba i. Drzewo rzedu k (k-arne) jest drzewem
pozycyjnym, w ktérym zaden wegzet nie ma synéw etykietowanych liczbami wigkszymi niz k.
Tak wigc drzewo binarne jest drzewem k-arnym z k = 2.

Petne drzewo k-arne jest drzewem rzgdu k, w ktérym wszystkie liScie maja tg sama glebo-
kos¢, a wszystkie wezty wewngtrzne maja stopien k. Na rysunku B.8 widac petne drzewo binarne
o wysokosci 3. Ile liSci ma pelne drzewo rzgdu k& o wysokosci £? Korzen ma k nastgpnikéw
o gtebokosci 1, z ktérych kazdy ma k nastgpnikéw o glgbokosci 2 itd. Liczba weziow o glgbo-
kosci d jest réwna k¢. W pelnym drzewie k-arnym o wysokosci & liscie sa na glebokosci 7,

Glegbokos¢ 0
Glebokosé 1
Wysokos¢ =3 Glebokose 2

Glebokos¢ 3

Rysunek B.8 Petne drzewo binarne o wysokosci 3 i 8 liciach oraz 7 weztach wewnetrznych
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jest wiec k" lisci. Stad widaé, ze wysokos¢ drzewa petnego rzedu k o n lisciach wynosi log 7.
Liczba weztéw wewnetrznych drzewa petnego rzedu k o wysokosci 4 wynosi

h—1
Lk k2 4+ k"= ke
d=0

k" —1
= 1 (z réwnania (A.6) na str. 1072).

Tak wigc petne drzewo binarne o wysokosci 4 ma 2" — 1 wezléw wewnetrznych.

Zadania

B.5-1

Narysuj wszystkie drzewa wolne ztozone z 3 wierzchotkéw x, y i z. Narysuj wszystkie drzewa
ukorzenione o weztach x, y i z, w ktérych x jest korzeniem. Narysuj wszystkie drzewa upo-
rzadkowane o weztach x, y i z, w ktérych x jest korzeniem. Narysuj wszystkie drzewa binarne
o weztach x, y i z, w ktérych x jest korzeniem.

B.5-2

Niech G = (V, E) bedzie acyklicznym grafem skierowanym, ktéry ma wierzchotek vy € V
taki, ze istnieje doktadnie jedna Sciezka z vy do kazdego wierzchotka v € V. Udowodnij, ze
nieskierowana wersja grafu G tworzy drzewo.

B.5-3

Udowodnij przez indukcj¢, ze w dowolnym niepustym drzewie binarnym liczba w¢ztéw stopnia 2
jest o 1 mniejsza niz liczba lisci. Wywnioskuj stad, ze w regularnym drzewie binarnym liczba
weztow wewnetrznych jest o 1 mniejsza od liczby lisci.

B.5-4
Udowodnij, ze dla dowolnego catkowitego k > 1 istnieje regularne drzewo binarne o k lisciach.

B.5-5
Udowodnij przez indukcje, ze wysokos¢ drzewa binarnego o n weztach wynosi co najmniej

|lgn].

B.5-6

Dtugosé sciezki wewnetrznej regularnego drzewa binarnego jest suma, po wszystkich weztach
wewnetrznych drzewa, gltgbokosci kazdego wezta. Podobnie, diugosé sciezki zewnetrznej jest
suma, po wszystkich liSciach drzewa, glgbokosci kazdego liScia. Rozwazmy regularne drze-
wo binarne o n weztach wewnetrznych, dtugosci Sciezki wewnetrznej i oraz dtugosci Sciezki
zewnetrznej e. Udowodnij, ze e =i + 2n.
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B.5-7

Niech ,,waga” liscia x o glebokosci d drzewa binarnego T bedzie wyrazona wzorem w(x) = 274
iniech L bedzie zbiorem lisci drzewa T'. Udowodnij, ze ) .., w(x) < 1. (Nier6wnos¢ ta nazywa
si¢ nierownosciq Krafta).

B.5-8
Pokaz, ze jesli L > 2, to kazde drzewo binarne o L liciach zawiera poddrzewo majace migdzy
L/3 a2L/3 (wlacznie) lisci.

Problemy

B-1 Kolorowanie grafow

Dla grafu nieskierowanego G = (V, E) k-kolorowanie G jest funkcjac: V — {1,2,...,k} ta-
ka, ze c(u) # c(v) dlakazdej krawedzi (4, v) € E. Innymi stowy, liczby 1,2, ..., k reprezentuja
k koloréw, a sasiednie wierzchotki musza by¢ innych koloréw.

(a) Pokaz, ze kazde drzewo jest 2-kolorowalne.

(b) Pokaz, ze r6wnowazne sg nastgpujace stwierdzenia:

1. G jest dwudzielny.
2. G jest 2-kolorowalny.

3. G nie ma cykli nieparzystej dtugosci.

(c) Niech d bgdzie maksimum stopni wierzchotkéw w grafie G. Udowodnij, ze graf G mozna
pokolorowac d + 1 kolorami.

(d) Pokaz, ze jesli G ma O(|V|) krawedzi, to G mozna pokolorowaé¢ O(+/|V'|) kolorami.

B-2  Grafy znajomosci

Sformutuj kazde z nastgpujacych stwierdzen w postaci twierdzenia dotyczacego graféw nieskie-
rowanych, a nastgpnie udowodnij je. Przyjmij, ze relacja znajomoSci jest symetryczna, ale nie
zwrotna.

(a) W dowolnej grupie ztozonej z co najmniej dwdch oséb jest co najmniej dwoje ludzi majacych
te sama liczbe znajomych w tej grupie.

(b) W kazdej grupie ztozonej z szeSciu os6b znajdzie si¢ co najmniej troje wzajemnie sobie
znajomych albo co najmniej troje wzajemnie sobie nieznajomych.

(c) Dowolna grupe ludzi mozna tak podzieli¢ na dwie czesci, ze co najmniej potowa znajomych
kazdej z os6b nalezy do grupy, do ktérej ta osoba nie nalezy.
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(d) Jesli kazda osoba w danej grupie zna co najmniej polowg 0s6b w tej grupie, to mozna
posadzi¢ calg grupe przy okraglym stole tak, zeby kazda osoba siedziata pomigdzy dwoma
znajomymi.

B-3 Podzialy drzew

W wielu algorytmach typu ,,dziel i zwycigzaj”, ktére operuja na grafach, wymaga si¢ dokonania
podziatu grafu na dwa podgrafy prawie tej samej wielko$ci, indukowane przez pewien podziat
zbioru wierzchotkéw. W tym problemie zajmiemy si¢ podzialami drzew powstajacymi przez
usunigcie niewielkiej liczby krawedzi. Zadamy, by wierzchotki pozostajace w tym samym
podrzewie po usunigciu krawedzi byly w tym samym bloku podziatu.

(a) Pokaz, ze usuwajac jedna krawgdZ, mozemy podzieli¢ wierzchotki dowolnego drzewa binar-
nego o n wierzchotkach na dwa zbiory A i B takie, ze |A| < 3n/41i|B| < 3n/4.

(b) Pokaz, ze stata 3/4 w czgsSci (a) jest optymalna, konstruujac drzewo, w ktérym najbardziej
zrownowazony podziat powstajacy w wyniku usunigcia jednej krawedzi daje |A| = 3n/4.

(c) Pokaz, ze przez usunigcie co najwyzej O(lgn) krawedzi mozemy podzieli¢ wierzchotki
dowolnego drzewa o n wierzchotkach na dwa zbiory A i B takie, ze |A| = |n/2] i |B| =

/2],

Uwagi do dodatku

G. Boole zapoczatkowat rozwdj logiki symbolicznej i wprowadzit wiele podstawowych oznaczefi
dla zbioréw w ksiazce wydanej w 1854 r. Wspétczesna teoria zbioréw zostata stworzona przez
G. Cantora w latach 1874—1895. Cantor przede wszystkim skupit si¢ na zbiorach o nieskoficzonej
licznosci. Termin ,,funkcja” jest zwiazany z nazwiskiem G.W. Leibniza, ktéry pierwszy uzyt
go w zwiazku z pewnymi typami wzoréw matematycznych. Jego ograniczona definicja byta
uogdlniana wiele razy. Poczatki teorii graféw siggaja 1736 r., kiedy to L. Euler dowiddt, ze nie
da si¢ przejs¢ zadnego z siedmiu mostéw Krélewca doktadnie jednokrotnie i wréci¢ do punktu
wyjscia.

Uzytecznym kompendium wielu definicji 1 wynikéw teorii graféw jest ksiazka napisana
przez Harary’ego [208].
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