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Jednak wtedy (M)d(d(x)) jest opisem stowa x, ktorego dtugosé wynosi co najwyzej
[(M)] + |d(d(x))| < (b = 1) + (|d(x)] = b) = |d(x)] — 1.

Ten opis x jest krotszy od d(x), co jest sprzeczne z zatozeniem, ze d(x) jest opisem
najkrétszym.

........................................................................................................................ .

CWICZENIA

6.1 Podaj przyktad programu w rzeczywistym jezyku programowania (lub jego sensownym
przyblizeniu), ktory dziata zgodnie z duchem twierdzenia o rekurencji i wypisuje siebie
samego.

6.2 Wykaz, ze dowolny nieskoniczony podzbidr jezyka MINy,, nie jest rozpoznawalny w sensie
Turinga.

46.3 Udowodnij, ze jesli 4 < BiB<; C,t0 4 <; C.

6.4 Niech Ay, = {(M, w) : M jest maszyng Turinga z wyrocznig i M*™ akceptuje w}. Wykaz,
ze Ary' jest nierozstrzygalny wzgledem Ay,

46.5 Czy zdanie 3x Vy [x+y=y] jest elementem Th(N,+)? Dlaczego tak lub dlaczego nie?
Co mozna powiedzie¢ o zdaniu Ix Vy [x+y=x]?

ZADANIA

6.6 Opisz dwie rézne maszyny Turinga M i N, takie ze dla dowolnego wejscia M zwraca (N),
a N zwraca (M).

6.7 W wariancie twierdzenia o rekurencji z punktem statym (twierdzenie 6.8) niech prze-
ksztalcenie 7 bedzie funkcjg zamieniajgca miejscami stany Guoeep 1 Grejece W Opisach
maszyn Turinga. Podaj przyktad punktu statego przeksztalcenia 7.

*6.8 Udowodnij, ze EQpy %, EOpy-

46.9 Uzyj twierdzenia o rekurencji, aby poda¢ alternatywny dowod twierdzenia Rice’a z zadania
5.28.
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Przedstaw model dla zdania
d)eq = \V/x [Rl(xa -x)]
A VX,y [Rl(xﬂ )’) <~ Rl(ya X)]
AVxp,z [(Ry(x, ») A Ry(v, 2)) = Ry(x, 2)].

Niech d)eq bedzie zdefiniowane jak w zadaniu 6.10. Podaj model dla zdania
¢’1t = ¢Cq
AVz,y [Rl(x, y) — - Ra(z,y) ]
AVzy [=Ri(z,y) = (Ra(z,y) ® Ra(y,2))]
AVz,y,z [(Rz(ac,y) A Ra(y, z)) — Ra(z, z)]
AVzx Iy [Rz(ac,y) ]

Niech (N, <) bedzie modelem z uniwersum N i relacja ,,mniejsze niz”. Wykaz, ze Th(N, <)
jest rozstrzygalny.

Dla kazdego m > 1 niech Z,, = {0, 1, 2, ..., m — 1} i niech F,, = (Z,,,+,%) bedzie modelem,
ktérego uniwersum to Z,,, a relacje to dziatania + i x obliczane modulo m. Wykaz, ze
dla kazdego m teoria Th(F,,) jest rozstrzygalna.

Wykaz, ze dla dowolnych jezykéw A i B istnieje jezyk J, taki ze A < Ji B < J.

Wykaz, ze dla dowolnego jezyka A istnieje taki jezyk B, ze A <y Bi B %1 A.

Udowodnij, ze istnieja dwa jezyki 4 i B, ktore sa niepordwnywalne w sensie Turinga — czyli
takie, ze A £+ BiB £1 A.

Niech 4 i B beda jezykami roztgcznymi. Mowimy, ze jezyk C rozdziela A1 B, jesli 4 C C
i B C C. Opisz dwa roztaczne jezyki rozpoznawalne w sensie Turinga, ktérych nie da sie
rozdzieli¢ zadnym jezykiem rozstrzygalnym.

Wykaz, ze EQqy, jest rozpoznawalny przez maszyne¢ Turinga z wyrocznig dla jezyka Ary,.
We wniosku 4.18 pokazalismy, ze zbidr wszystkich jezykdéw jest nieprzeliczalny. Uzyj
tego wyniku, aby dowies¢, ze istnieja jezyki nierozpoznawalne przez maszyn¢ Turinga

Z Wyrocznig Ay

Przypomnijmy problem odpowiedniosci Posta, zdefiniowany w podrozdziale 5.2,
i powiazany z nim jezyk PCP. Wykaz, ze PCP jest rozstrzygalny wzgledem Ay,

Wykaz, jak obliczy¢ zlozonos¢ obliczeniowg stow K(x), dysponujac wyrocznia dla Ay,

Wykorzystaj wynik zadania 6.21, aby poda¢ funkcje f, ktora jest obliczalna przy uzyciu
wyroczni Ay, gdzie dla kazdego n, f{n) jest niekompresowalnym stowem o dtugosci n.
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Wykaz, ze funkcja K(x) nie jest funkcja obliczalna.
Wykaz, ze zbidr stow niekompresowalnych jest nierozstrzygalny.

Wykaz, ze zbidr stow niekompresowalnych nie zawiera zadnego nieskonczonego pod-
zbioru rozpoznawalnego w sensie Turinga.

Wykaz, ze dla dowolnego c istniejg pewne stowa x i y, takie ze K(xy) > K(x)+K(y)+ c.

Niech S = {{(M) : M jest maszyna Turinga i L(M) = {(M)}}. Udowodnij, ze ani S, ani S
nie jest rozpoznawalne w sensie Turinga.

Niech R C N bedzie relacjg k-argumentows. Mowimy, ze R jest definiowalna w Th(N,+),
jesli mozemy poda¢ formule ¢ z k£ zmiennymi wolnymi x,, ..., x,, taka, ze dla wszystkich
ai, ..., a, € N, &(ay, ..., ay) jest prawdziwe doktadnie wtedy, gdy a,, ..., a, € R. Wykaz,
ze kazda z ponizszych relacji jest definiowalna w Th(N,+).

Aa. Ry= {0}
b. R, = {1}

Ac. R_={(a,a):ac N}
d. R.={(a,b):a,beNia<bh}

WYBRANE ROZWIAZANIA

6.3

6.5

6.9

Zatozmy, ze MP rozstrzyga A, za$ MS rozstrzyga B. Uzyjemy maszyny Turinga z wyrocz-
nig M;, takiej ze MS rozstrzyga A. Maszyna M, symuluje dziatanie M,. Za kazdym razem,
gdy M, odpytuje swojg wyroczni¢ o pewne stowo x, maszyna M; sprawdza, czy x € B
i przekazuje odpowiedz do M,. Poniewaz maszyna M, nie dysponuje wyrocznig B i nie
moze bezposrednio wykonac tego testu, w celu uzyskania odpowiedzi symuluje A, dla
stowa wejsciowego x. Maszyna M; moze bezposrednio uzyskiwa¢ odpowiedzi na zapytania
maszyny M,, gdyz obie maszyny uzywaja tej samej wyroczni, czyli C.

Zdanie Jx Vy [x+y=y] jest elementem Th(N,+), gdyz jest prawdziwe przy standardowe;j
interpretacji relacji + dla uniwersum N. Przypomnijmy, ze w tym rozdziale uzywamy N =
{0, 1,2, ...}, azatem mozemy uzy¢ x = 0. Zdanie 3x Vy [x+y=x] nie jest elementem Th(N,+),
gdyz nie jest prawdziwe w tym modelu. Dla dowolnej wartosci x wybranie y = 1 powoduje,
ze x+y=x nie jest spetnione.

Zatdézmy na potrzebny dowodu nie wprost, ze pewna maszyna Turinga X rozstrzyga wila-
sno$¢ P i ze P spetnia warunki twierdzenia Rice’a. Jeden z tych warunkow stwierdza, ze
istniejg takie maszyny Turinga A i B, ze (4) € Pi (B) ¢ P. Uzyjemy A4 i B do skonstruowania
maszyny R:



