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Czes¢ IV: Powrdt do hipotezy Riemanna

2.

Czas na podsumowanie:
Funkcja zeta Riemanna koduje rozmieszczenie poteg liczb pierw-
szych wérod wszystkich liczb.

Kluczem jest wziecie logarytmu, a nastgpme obliczenie pochodne;j
&(s) (sprowadza sie to do utworzenia —( )/ {(s). Zaktadajac ze czesé
rzeczywista s jest > 1, to logarytmujqc &(s) 1 uzywajac rezultatu
Eulera dotyczacego nieskonczonego iloczynu otrzymamy:

log(s)= Y -log(1-p™)

liczba pierwsza p

i mozemy to zrobi¢ wyraz po wyrazie, poniewaz czg$¢ rzeczywista
s jest > 1. Nastepnie pochodna daje nam:

% syiets = ZA(n :

gdzie

log(p), gdy n = p* dla liczby pierwszej p ik > 0,

A(n) := 0, gdy n nie jest potega liczby pierwszej.

W szczegélnosci funkeja A(n) ,,zapisuje” rozmieszczenie poteg liczb
pierwszych.
Znajomos¢ zer i biegunéw funkcji analitycznej mowi o niej wiele.
Na przyktad bioragc pod uwage wielomiany lub nawet funkcje
wymierne: jesli wiemy, Ze pewna funkcja wymierna f(s) ma zero jedno-
krotne w 0, znika w nieskonczonosci i ma podwojny biegun w s = 2,
a w pozostatych punktach ma skonczone niezerowe wartoéci, to na-
tychmiast wywnioskujemy, ze tg tajemnicza funkcjg jest s/(s — 2).

Znajomo$¢ samych zer i biegundw (na plaszczyznie zespolonej)
funkgcji zeta Riemanna nie daje nam wyczerpujacych informacji
o calej funkcji. Musimy co$ wiedzie¢ o jej zachowaniu w nieskon-
czonodci — gdyz przykladowo pomnozenie funkgji przez e® nie zmie-
nia struktury jej zer i biegunéw.

Ale pelne zrozumienie zer i biegunéw {(s) da nam wszystkie infor-
macje potrzebne do ustalenia potozenia liczb pierwszych wsréd
innych liczb.

Oto ostateczne rezultaty:
a) Co do biegunéw: {(s) ma jeden biegun. Znajduje si¢ w s = 1

i jest rzedu 1 (biegun jednokrotny).
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b) Co do zer: Wspomnieli$my juz o zerach trywialnych (w ujem-
nych parzystych). Jednakze funkcja ((s) ma nieskoniczenie wiele
zer nietrywialnych. Wiemy, Ze zera te znajduja si¢ pionowym
pasie

0 < cze$¢ rzeczywista s < 1.

I teraz kolejne rownowazne sformulowanie hipotezy Riemanna. Jest ono
najbardziej zblizone do tego, ktére podat w swoim pamietniku z 1859 roku:

Hipoteza Riemanna (czwarte ujecie)

Wszystkie nietrywialne zera funkcji {(s) znajduja si¢ na pros-
tej pionowej plaszczyzny zespolonej. Prosta ta sktada si¢ z punk-
téw o czesci rzeczywistej = 5. Zera te to nic innego niz ; + i6,,
>+i0,, 3 + i6,, gdzie 0,, 0,, 0,, ... stanowig widmo liczb pierw-
szych, o ktorych wielokrotnie pisalismy w poprzednich rozdziatach.

Wartos¢ ,,%” pojawiajaca si¢ we wzorze na zera jest bezposrednio
zwigzana i wynikajaca z hipotezy Riemanna, z tym ze n(X) jest przybli-
zeniem kwadratowym funkcji Li(X). Oznacza to, ze blad przyblizenia jest

1
ograniczony przez X 2 ' © Postuluje sie réwniez, ze wszystkie zera funkcji {(s)
s3 zerami jednokrotnymi.
Tak sam Riemann pisal o swojej hipotezie:

»Rzeczywiécie w tych granicach mozna znalez¢ pierwiastki rzeczywiste. Jest
bardzo prawdopodobne, ze wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste.

Z pewnoscia mozna by sobie zyczy¢ bardziej cistego dowodu; ja tymcza-
sem, po kilku daremnych prébach, tymczasowo odlozylem go na pdzniej, po-
niewaz wydaje sie on zbedny w moich przysztych badaniach’.

W tym cytacie Riemann odnosil si¢ do 6, jako do pierwiastkow. Stwier-
dzenie, ze s3 one ,,rzeczywiste” jest rownowazne hipotezie Riemanna.

Funkcja zeta jak imadlo $ciska w objeciu rozmieszczenie liczb
pierwszych wraz z ich widmem!

Prosta geometryczna wlasno$é¢ tych zer (leza na prostej!) jest bez-
posrednio odpowiedzialna za glebokie (i trudne do wyrazenia) prawi-
dtowosci liczb pierwszych. Sugeruje rowniez, ze te zera wraz z korowodem
poprawek Riemanna — gdy naprawde zrozumiemy ich przestanie - mo-
ga pozwoli¢ nam na lepsze zrozumienie arytmetyki. Ten nieskonczony



