/ Nieskoiiczono$é

Jak wielka jest nieskoficzono$¢? Najprostsza odpowiedzZ jest nastepujaca:
o (ten symbol oznacza nieskonczonos¢) jest bardzo duza. Pomyslmy o osi
liczbowej z coraz wiekszymi liczbami, ciagnacej sie ,az do nieskoficzonosci”.
Dla kazdej ogromnej liczby, powiedzmy, 10", istnieje liczba jeszcze wigk-
sza, taka jak 10" + 1.

Whasnie takie jest tradycyjne rozumienie nieskoriczonosci, z liczbami po-
stepujacymi jedna za drugg bez ograniczenia. Matematycy uzywaja poje-
cia nieskorniczono$ci na wiele réznych sposobdw, ale w zadnym razie
nie nalezy jej traktowa¢ jako zwyklg liczbe — bo nia nie jest.

Przeliczanie Niemiecki matematyk Georg Cantor przekazal nam zupel-
nie odmienng koncepcje nieskoriczono$ci. Samodzielnie stworzyl teorig,
ktora stala sie motorem napedzajacym wiele dziatéw wspolczesnej mate-
matyki. Pojecie, na ktérym oparta jest teoria Cantora, ma wiele wspolne-
go z czynnoscia przeliczania, prostsza niz ta, ktéra wykonujemy na co dzien.

Wyobrazmy sobie farmera, ktéry nic nie wie o liczeniu z uzyciem liczb.
Skad ma on wiedzie¢, ile ma owiec? Proste — wypuszczajac owce rano na
pastwisko, bedzie mogl stwierdzi¢ wieczorem, czy wszystkie wrocily, je-
$li po wyjsciu kazdej owcy odlozy jeden kamyczek z kupki ulozonej przy
wyjéciu z zagrody. Gdyby ktéras owca nie dotarla z powrotem do za-
grody, na kupce pozostanie jeden kamyczek. Nawet nie uzywajac liczb,
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farmer postepuje bardzo matematycznie, odwoluje sie¢ bowiem do poje-
cia wzajemnie jednoznacznego przyporzadkowania miedzy owcami a ka-
myczkami. Ten prosty pomyst ma zaskakujace konsekwencje.

Teoria Cantora dotyczy zbioréw (a zbidr to po prostu mnogosé obiek-
tow). Naprzyklad N = {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, ...} jest zbiorem (dodatnich)
liczb catkowitych. Majac zbiér, mozemy moéwic o jego podzbiorach, czy-
li zawartych w nim mniejszych zbiorach. Najbardziej narzucajacymi sie
podzbiorami naszego przykladowego zbioru N s podzbiory Np = {1, 3,
5,7,..}iP={2,4,6,8, ..}, odpowiednio, zbiory liczb nieparzystych i pa-
rzystych. Jaka moglaby by¢ odpowiedz na pytanie, czy tyle samo jest liczb
nieparzystych, co parzystych? Co prawda, nie da si¢ policzy¢ elementéw
w kazdym zbiorze i poréwna¢ wynikéw, jednak odpowiedz z pewno-
$cia powinna brzmie¢ ,tak”. Na czym opiera si¢ to przekonanie? Na wra-
zeniu, ze ,polowa liczb calkowitych dodatnich to liczby nieparzyste, a po-
lowa - liczby parzyste”. Cantor zgodzilby si¢ z nasza odpowiedzia,
podalby jednak inne uzasadnienie. Powiedzialby, ze dla kazdej liczby nie-
parzystej mamy parzystego ,partnera”, ktéry z nig sasiaduje. Stwierdze-
nie, ze zbiory Np i P maja tyle samo elementéw opiera si¢ na polaczeniu
kazdej liczby nieparzystej w pare z liczbg parzysta:

Np: 1 3 § 7 9 11 13 15 17 19 2L.
L
P: 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22.

Gdybysmy teraz zapytali, czy liczb calkowitych dodatnich jest tyle samo,
ile liczb parzystych, odpowiedz moglaby brzmie¢ ,nie” - z uzasadnieniem,
ze zbior N ma dwa razy tyle liczb ile zbior liczb parzystych.

Jednakze pojecie ,wiecej” staje si¢ do$¢ mgliste, gdy méwimy o zbiorach
nieskonczonych. Lepiej zatem wréci¢ do koncepcji wzajemnie jednoznacz-
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na oznaczenie nieskonczonosci. i okre$la rozne jej poziomy. wielko$ci nieskonczenie matej.



