108

DYDAKTYKA MATEMATYKI TOM IlI

Ciagi — wybrane watki
Zadania o ciagach powinny dotyczyc:
e wypisywania wartosci wyrazéw ciaqu, jesli dany jest wzoér ogélny ciagu lub
wzor rekurencyjny;

e odgadywania wzoru ogélnego lub wzoru rekurencyjnego, jesli znamy kilka
poczatkowych wyrazéw ciagu;

e znajdywania wyrazu ogdlnego ciagu arytmetycznego/geometrycznego, jesli dane
sa dwa wyrazy tego ciaqu;

e wyprowadzenia wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego/
geometrycznegqo;

e wzordéw zwigzanych z procentem prostym i procentem sktadanym.

Przyktad3

Wyobrazmy sobie bank, ktory nalicza odsetki nie raz do roku, nie dwa razy, nie
co miesigc, lecz co sekunde. Jakg kwote otrzymamy po roku, jesli na poczgtku roku
wptacimy do tego banku 1000 zt?

Spéjrzmy na obliczenia wykonane na kalkulatorze TI (celowo zamiast 1000 wzie-
lismy 1, aby unikna¢ sygnalizowanego przez kalkulator overflow).
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Dobre zadanie dla ucznia to wyjasnienie, skad wziety sie liczby na powyzszym
ekranie.

Granice ciggow

Na czym polega typowe podejscie do problemu granicy ciaqu liczbowego?
W uktadzie wspdtrzednych rysuje sie wykres ciggu (pewnej liczby jego wyrazow)

¥ Podobne zadanie znajduje sie w materiale promocyjnym Kalkulator graficzny TI-83. Kurs pierw-
szego stopnia, Edukacja z TI, autorzy: Grazyna Mitosz, Agnieszka Orzeszek, Alina Walczak, Piotr
Zarzycki.
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i zauwaza, ze punkty wykresu sie zblizaja (lub nie) do poziomej linii. Spdjrzmy na
wykresy dwoch ciagéw: (1/n), ((-1)").
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W ten sposéb wizualizujemy zbieznos¢ lub rozbieznos¢ ciagu liczbowego; nie za-
niedbujmy tego etapu. Dalej pojawia sie préba bardziej precyzyjnego wyjasnienia,
co doktadnie oznacza zblizanie sie wyrazéw cigagu do pewnej liczby, i wreszcie
zostaje podana precyzyjna definicja granicy cigqu liczboweqo.

Ta droga ida autorzy wielu podrecznikéw. David Tall i Shlomo Vinner w pracy [TV]
podajg przyktad z angielskiego podrecznika, w ktdrym to podejscie do ciggu jako
funkcji ma konsekwencje w mniej znanej postaci definicji:

Definition. If for every positive number k there is a number N such that
i >N =|f)—cl <k,
the sequence {f(?)} has the limit ¢, and we write

f@) = casi— =, or lim f(i) = c.

[~

Istniejg dwa niebezpieczenstwa zwigzane z takim funkcyjnym wprowadzaniem gra-
nicy claqu:

e duza grupa ucznidw widzac dwuwymiarowa wizualizacje granicy ciagu inter-
pretuje jq jako punkt (ny,x,);

e wiadomo, ze kazda funkcja f:N —> R jest ciagta (zbiér N traktujemy jako
przestrzen z topologia dyskretna); moze to stanowi¢ pdzniejszy balast przy
rozumieniu ciggtosci funkcji definiowanej topologicznie.

Zanim przytoczymy klasyczng definicje zbieznosci ciagu, przypomnijmy, ze granice
clagdw przewidziano tylko w zakresie rozszerzonym (to sensowne rozwigzanie)
i granic ciggow nie oblicza sie z definicji (mam watpliwosci, czy stusznie). Jeszcze
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przed zapisaniem formalnej definicji granicy ciggu warto pokazac¢ uczniom dwie

wizualizacje zbieznosci na przyktad ciggu a, =2+ (—1)”/n.

Cn

2+¢

2-¢ " .

Szerokos¢ szarego pasa wokadt prostej y =2 wynosi 2¢. Dla danego konkretnego ¢
z wykresu mozemy odczyta¢ poczawszy od jakiego n punkty (n,a,) lezg w szarym
paste.

Inna wizualizacje uzyskamy w programie MATHEMATICA. Korzystamy tutaj z ko-
mendy Manipulate:

Manipulate[ListPlot[Table[{2+4(-1)"n/n,0},{n,1,k,1}],PlotRange->{{0.9,3},
{-0.1,0.1} } Axes->{True,False},Prolog->PointSize[0.01]},{k,1,100,1}]

Spéjrzmy na zrzuty ekrandéw dla dwdch réznych k (k oznacza liczbe pokazywanych
wyrazéw ciggu, na gornym rysunku k = 11, na dolnym k = 31).

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Opcja Manipulate pozwala animowad obrazek — widac¢ wtedy, ze wyrazy ciagu
zblizajg sie z obu stron do granicy réwnej 2. Dla k =11 w przedziale (1,3) (e =)
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sq wszystkie wyrazy cigqu (a,), oprocz pierwszeqo; dla k =31 w przedziale
(15;,2,5) (¢ =0,5) sq wszystkie wyrazy ciqqu (a,), oprocz pierwszego i drugiego.

Zapytajmy ucznidw, jak zapisa¢, ze punkt o wspétrzednych (n,a,) miesci sie w pa-
sie szerokosci 2¢ lub przy drugiej wizualizacji, wyraz a,, znajduje sie w przedzia-
le (2—¢&,2+¢). Byc¢ moze niektdrzy z nich wpadna na podwdjng nieréwnosc
2—g<a,<2+e¢, ktérg mozemy zapisac jako |a, —2|<¢&. Teraz jestesmy juz
gotowi do przytoczenia trudnej definicji granicy cigqu liczbowego:

Liczba g jest granicq cigqu liczhowego (a,) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest
warunek: dla kazdej liczby dodatniej € istnieje taka liczba naturalna k, ze dla
wszystkich liczb naturalnych n takich, ze n > k zachodzi nieréwnos¢ |a, — g | < €.

Dowodzenie zbieznosci ciagu z definicjt jest zbyt trudne nawet dla studentéw.
Swiadczg o tym wyniki ankiety, ktérg przeprowadzitem wéréd studentéw sekdji
nauczycielskiej (studia magisterskie). Studenci otrzymali do krdtkiego opracowania
trzy zagadnienia:

1. Napisz pogladowo, co to znaczy, ze cigqg liczb jest zbiezny do jakiej$ liczby.

2. Napisz precyzyjng definicje zbieznosci ciggu liczbowego do liczby g.

3. Pokaz formalnie, ze ciag x, = 1/n jest zbiezny do 0.
Oto odpowiedzi dotyczace pierwszego zagadnienia (sformutowania sg autentyczne):

o Cigg jest zbiezny do jakiejs liczby g, jesli istnieje granica x,= g (najwiecej).
e (iag jest zbiezny do jakiejs liczby, tzn. ze sie do niej zbliza.
e Ciag liczb jest zbiezny, gdy kolejne wyrazy ciggu daza do jakiejs liczby.

e C(iag jest zbiezny do jakiejs liczby, jesli od pewnego miejsca wszystkie jego
wyrazy znajdujg sie dowolnie blisko tej liczby.

Tylko jedna osoba podata wizualizacje zbieznosci przedstawiong na rysunku z wi-
zualizacjg dwuwymiarowa (s. 109). Sposréd odpowiedzi studentédw dotyczacych
zagadnienia drugiego 57% byto poprawnych, pozostate zawieraty istotne luki. Nie-
pokdj budza préby studentéw dowodu, ze lim 1/n = 0. Tylko jedna osoba wskaza-

n—»o0
ta przepis na znajdowanie dla dowolnego £>0 takiego n,, ze dla n > n, spetnio-

na jest nierdwnoé¢ 1/n < &. Bardzo czesto studenci pisali lim 1/n=[1/0o0] = 0.
n—0

Wiecej o problemie obliczania granic mozna znalez¢ w [MPM] (s. 108-112).
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