1. Przyklady grup i podstawowe pojecia

Teoria grup jest jest jednym z gléwnych dziatéw wspoétczesnej algebry. Jej
poczatki, datowane na pierwsza polowe XIX wieku, powiazane byly z pracami
miodego matematyka francuskiego E. Galois, ktéry wprowadzil termin grupy
w kontekscie badan nad permutacjami zbioréw pierwiastkow wielomianéw.

W tym rozdziale przedstawiamy naturalne przykfady grup i definiujemy
wstepne pojecia.

Grupa nazywamy niepusty zbiér G z dwuargumentowym dzialaniem
o: G x G — G, spelniajacym nastepujace warunki:

(@) ao(boc)=(aob)oc dladowolnych a,b,c € G (warunek tacznosci),

(b) istnieje elemente € G, ze ace = eoa = a dla dowolnego a € G (istnienie
elementu neutralnego),

(c) dla kazdego a € G istnieje taki element b € G, zeaob = boa = e
(istnienie elementu odwrotnego).

Z fatwoscia mozna wywnioskowag, ze kazda grupa ma dokladnie jeden
element neutralny oraz, ze kazdy element posiada doktadnie jeden element
odwrotny, ktéry na ogét jest oznaczany przez a! (lub —a, gdy dla dziatania
stosujemy notacje addytywna, tzn. o = +). Warunek tacznosci gwarantuje
poprawnos$¢ nastepujacej notacji potegowej:

aoao---oaq=a".

n razy

Jezeli G ma skoniczenie wiele elementéw, to ich liczbe oznaczamy przez
|G| i nazywamy rzedem grupy G. Jezeli g € G i istnieje taka liczba natu-
ralna n, ze g" = e, to najmniejsza liczbe o tej wlasnosci nazywamy rzedem
elementu ¢ i oznaczamy o(g). O elementach nieposiadajacych rzedu skon-
czonego moéwimy, ze majq rzad nieskonczony. Jezeli w grupie G zachodzi
warunek przemiennosci a o b = b o a dla dowolnych a,b € G, to G nazywana
jest grupa abelowa.

Dziatania w skoniczonej grupie G mozna opisa¢ za pomoca tabelki, ktorej
wiersze i kolumny sa ponumerowane elementami grupy, zas w pozydji (g, h)
wystepuje element g o h. Jezeli G = {g1, g2, - . . , gn }, to tabelka dzialania o w G
ma postac Tabeli 1.1.
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Tabela 1.1. Tabelka dziatania o w grupie G

Lol oo [---1 g 1] g0 |
g1 g1og1 | ... 1 g1°99Gj | --- | g1°gn
gi giogtr | ---| 9i°Gj | --- | 9i°dn
n || Ggn° g1 | --- | Gn OG5 | --- | Ggn O YGn

Przyklady

1. Grupy liczbowe. Zbi6r liczb catkowitych Z z dziataniem dodawania i ele-
mentem neutralnym 0 jest grupa abelowa. Podobnie zbiory liczb wymier-
nych Q, liczb rzeczywistych R oraz liczb zespolonych C z dziataniami doda-
wania liczb sa grupami abelowymi. Nazywa sie je odpowiednio addytywnymi
grupami liczb wymiernych, rzeczywistych i zespolonych.

Zbiory Q* = Q\ {0}, R* = R\ {0} oraz C* = C\ {0} z dzialaniem mno-
zenia i elementem neutralnym 1 sa grupami abelowymi, zwanymi grupami
multiplikatywnymi ciat liczb wymiernych, rzeczywistych i zespolonych, od-
powiednio.

2. Grupy permutacji. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Przypo-
mnijmy, ze bijekcja zbioru X nazywamy dowolna funkcje f: X — X, ktéra
jest r6znowarto$ciowa i odwzorowuje X na X, to znaczy obraz Im(f) =
{f(z) | * € X} pokrywa sie ze zbiorem X. Kazda bijekcja posiada funkcje
odwrotna f~': X — X taka, ze

foft=flof=idx,

gdzie o oznacza skladanie funkcji, za$ id x jest funkcja identycznosciowa (tzn.
idx (z) = « dla dowolnego x € X). Poniewaz skladanie funkgji jest operacja
faczna zbiér Sx wszystkich bijekgji zbioru X, z dziataniem sktadania funkgcji
jest grupa. Nazywamy ja grupa permutacji zbioru X. W przypadku gdy
X man > 2 elementéw mozna jego elementy nazwac kolejnymi liczbami
naturalnymi, tzn. X = {1,2,...,n}. Grupe Sx oznaczamy woéwczas przez Sy,
i nazywamy grupa symetryczna stopnia n. Elementy grupy symetrycznej
zapisujemy w postaci dwuwierszowej tablicy:

f:<f<11> o f?n))'

Z tatwoscia stwierdzamy, ze |S,,| = n!idlan > 3 grupy S, sa nieabelowe.



