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Twierdzenie Talesa'0 i twierdzenie do niego odwrotne

Kolejne twierdzenie geometrii elementarnej, jedno ze stynniejszych, zwyczajowo
przypisywane jest Talesowi. Rozpoczniemy od historii zmierzenia wysokosci pira-
midy egipskiej, co chyba byto zastuga Talesa (pieknie opisat to Szczepan Jeleriski
w [S]_Pitagoras]). To zadanie moze byc¢ punktem startowym lekcji o twierdzeniu
Talesa — zapytajmy uczniéw o ich propozycje jego rozwigzania. Warto nieco dtuzej
zaja¢ sie ideq obliczenia wysokosci piramidy egipskiej na podstawie dtugosci jej
cienia, wazne jest tutaj zatozenie réwnolegtosci promient stonecznych (wynika
z tego podobienstwo szarych tréjkatdw).

Podobnie jak w przypadku innych twierdzen geometrii, nie podajemy tutaj dowodow
twierdzenia Talesa i twierdzenia do niego odwrotnego. Do twierdzen tych wrécimy
w rozdziale VI.

Podobienstwo figur ptaskich

Podobienstwo figur, mimo intuicyjnego charakteru, nie jest pojeciem tatwym do
zdefiniowania. Pojawia sie w szkole ponadpodstawowej w zwigzku z twierdzeniem
Talesa. O figurach podobnych najczesciej mowi sie, ze maja jednakowy ksztatt, ale
mogq sie rozni¢ wielkoscia. Pojawia sie takze skala podobienstwa, ktora pozwala
obliczy¢, jak zmieniajg sie obwody, pola i objetosci figur podobnych. Niestety,
obecnie w szkole przemilcza sie funkcyjny aspekt podobienstwa; szerzej napiszemy
o tym w rozdziale VIII, ale w klasach o profilu matematycznym warto zasygnalizo-
wac, ze podobienstwo figur lezacych na ptaszczyznie jest ztozeniem jednoktadnosci
i izometrii, z kolei izometria ptaszczyzny jest ztozeniem co najwyzej trzech symetrii
osiowych. Wiecej o podobieistwie mozna przeczyta¢ w rozdziale VI.

% Tales z Miletu (~624-625 p.n.e—~545-547 p.n.e.), grecki uczony zajmujacy sie filozofig, matematyka
t astronomia. Uwaza sie, ze Tales zainicjowat wyjasnianie rzeczywistosci przez odwotywanie sie do
natury i rozumu bardziej niz do mitologii i tradycji. Tales wprowadzit pojecia: srednicy (odcinek, ktory
dzieli okrag na potowy), tréjkata réwnoramiennego (taki tréjkat ma katy przy podstawie réwne), katdw
wierzchotkowych. Tales zauwazyt, ze kat wpisany w pdtokrag jest katem prostym (w Anglii wtasnie to
twierdzenie jest nazywane twierdzeniem Talesa). Twierdzenie, o ktdrym piszemy w tym podrozdziale,
byto znane Talesowi, ale nie pozostaty zadne Slady, ze to on podat jego dowdd.
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Trygonometria

W szkole ponadpodstawowe] trygonometria ma gtéwnie obliczeniowy charakter,
sporo lekcji dotyczy tzw. rozwigzywania tréjkata (obliczanie miar katow tréjka-
ta i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych). Omawia sie takze: wzory
redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych, korzysta z wzordéw na sinus, cosinus
i tangens sumy i réznicy katdw, a takze na funkcje trygonometryczne katéw podwo-
jonych, rozwiazuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach podanych w PPM dla zakresu rozszerzonego (s. 18).

Nie bedziemy wchodzi¢ w problematyke funkcji trygonometrycznych, ale niektdrzy
uczniowie mogliby zajac sie projektem Funkcje trygonometryczne méwiacym o tym,
ze funkcje trygonometryczne sa rozwigzaniami pewnych réwnan funkcyjnych (patrz
Zagadnienia do dyskusji nr 5, s. 129).

Cwiczenia

1. Poszukaj w ksigzkach, w Internecie réznych dowoddéw twierdzenia Pitagorasa
i twierdzenia do niego odwrotnego. Zaadaptuj jeden z dowodéw obu twierdzen
na potrzeby lekcji matematyki, tzn. wpasuj go do scenariusza lekgji.

2. Podaj dowdd twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, gdy kat «
lezacy naprzeciw boku o dtugosci c jest ostry (poréwnaj s. 31).

3. Uzasadnij, ze jesli na bokach tréjkata prostokatnego zbudujemy tréjkaty réwno-
boczne, to suma pol tych tréjkatéw zbudowanych na przyprostokatnych jest
réwna polu tréjkata zbudowanego na przeciwprostokatnej. Jakimi innymi figurami
mozna zastapic tréjkaty réwnoboczne, aby taka wtasnos¢ zachodzita takze dla
tych figur?

4. Udowodnij, ze z twierdzenia cosinuséw wynika twierdzenie sinusdw.

5. W ksigzce [S)_Pitagoras| znajduje sie barwna opowies¢, jak Tales dokonat
pomiaru odlegtosci statku od brzegu morza. Skorzystaj z tej ksiazki lub znajdz
inne zradto  wpled te opowies¢ do lekgji jako starter, gwdzdz programu lekcjt
lub jako ciekawostke czy zadanie.

6. Korzystajac ze wzoréw podanych przez Diofantosa (s. 31-32), podaj wszystkie
trojkaty prostokatne, ktérych boki majg dtugosci catkowite nieprzekraczajace 30.

7. Spéjrz na dowdd twierdzenia cosinusdw, ktorego autorem jest Timothy A. Sipka
([Nelsenl).
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Wuyjasnij, na czym polega ten dowdd.

Zagadnienia do dyskusii

1.

Projekt 5.

W PPM napisano: Jedng z metod rozwijania umiejetnosci dowodzenia jest
analizowanie dowodow poznawanych twierdzen. Mozna uczyc w ten sposdb,
jak powinien wyglgdac wtasciwie przeprowadzony dowdd. W PPM podano
liste twierdzen, ktérych dowody uczen powinien poznad; w zakresie podstawo-
wym na tej liscie sq twierdzenia sinuséw i cosinuséw. Nie jest jednak jasne,
co to oznacza w praktyce szkolnej — czy ,odpytywanie” z doktadnej znajomosci
dowoddw, czy znajomos¢ szkicu dowodéw? Co o tym myslisz? Zaplanuj swoja
,polityke” w zakresie listy twierdzen podanej w PPM.

/najdz (np. w Internecie) twierdzenie sinuséw dla czworosciandw.

Przeczytaj fragment ksiazki [S]_Pitagoras| poswiecony twierdzeniu Pitagorasa
(rozdz. Pitagoriana). Ktéry z przytoczonych w nim dowoddw tego twierdzenia
podoba Ci sie najbardziej?

Napisz esej o trzech stynnych zadaniach starozytnosci. Wiele informacji znaj-
dziesz na przyktad w [Szurek_Opowiesci2].

Jedna z peret geometrii elementarnej jest twierdzenie Picka — wzdr Picka, ktdry
pozwala w tatwy sposdb oblicza¢ pola tzw. wielokatow kratowych. W ksiazce
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[Wszystkie|] mozna znalez¢ podpowiedz, jak ,technologicznie naprowadzi¢” ucznia
na sciezke prowadzaca do odkrycia tego wzoru.

Projekt 6. Gra przeznaczona jest dla dwoch oséb. Rozgrywka odbywa sie na narysowanym
na papierze w kratke prostokacie (nazwijmy ten prostokat tabliczka czekola-
dy). Zawodnik rozpoczynajacy (zawodnik A) dzieli czekolade (w dalszym toku
rozgrywki jeden z kawatkdw czekolady) na dwa mniejsze kawatki wzdtuz linit
poziomych kratki, drugi zawodnik (B) tez dzieli jeden kawatek czekolady na
dwa kawatki, ale wzdtuz linit ptonowych. Przegrywa ta osoba, ktéra nie moze
wykonac ruchu. Spéjrz na przyktadowa rozgrywke i zastanéw sie, kto powinien
wygrac po dwdch ruchach A oraz B.

Rozegraj kilka partii dla réznych kawatkdéw czekolady (dla réznych prostokatow).
Sprébuj odpowiedzied, kto przy danych wymiarach czekolady, przy zatozeniu
poprawnej gry, powinien wygra¢. Zadanie to zaczerpnatem z [Ziarnko.
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Subiektywny komentarz dotyczacy literatury

[S)_Pitagoras] to piekna ksigzka popularyzujaca matematyke. Mnéstwo zadan (czasamti
nietatwych) i ciekawych opowiesci z historit matematyki. Ksigzke te i drugie dzieto Pana
Jelenskieqo, Lilavati, warto wykorzystywac na lekcjach matematyki (takze w szkole podsta-
wowej) lub na zajeciach kdtka matematycznego.

[Szurek_Opowiesci2] to ksiazka popularyzujgca znane i mniej znane zagadnienia z geometrii.
Zgadzam sie z autorem, ze ksigzka przyda sie na lekcjach matematyki w szkole podstawowej
i ponadpodstawowej.

[Wszystkie_twierdzenial to zbiér artykutéw (nieco zmodyfikowanych), ktére w latach 1996~
2003 ukazywaty sie w czasopismie NiM (Nauczyciele i Matematyka). W ksiazce znajduja
sie takze propozycje 13 projektéw dla ucznidw.



