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6. CALKA OZNACZONA
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Przypus$émy, ze tadunki si¢ przyciagaja. Jaka prace nalezy wykonacé, aby oddalic¢ je
od siebie od odlegtosci a do odlegtosci b? Wykorzystamy w tym celu wzory 6.28,
6.29 1 5.9. Napiszemy, ze prac¢ okresla catka oznaczona, ktorg mozna przedstawic¢
jako réznice dwoch wyrazen na catke nieoznaczong.

Calka nieoznaczona z funkcji 6.29 ma posta¢ (wzor 5.9, uwaga na zmiang znaczenia
symbolu F!):

. ' 1 A
(6.30) W) = [dx F(x) = 4 | = A
o x-

X

Interesujaca nas praca jest wigc réwna réznicy dwoch wartosci catki nicoznaczone;:

a a b

©3)  We@b) = [dr F(x) = w(b) - w(@) = _%’ _(_’_’] - A(L_L].

6.5. Zastosowanie 3: objetosé bryt obrotowych
Postawienie problemu

Rachunek catkowy ma takze zastosowania catkiem praktyczne: umozliwia na przy-
ktad obliczanie objgtosci bryt obrotowych, takich jak dgbowe beczki. Przypusémy,
ze znamy zaleznos$¢ promienia takiej bryty r od wysokosci X, czyli funkcje r(x)
(rys. 6.11). Mozemy myslowo podzieli¢ bryl¢ na poziome plastry o grubosci AX.
Objetos¢ plastra zawartego pomiedzy X a X + AX jest w przyblizeniu rowna objetosci
AV walca o promieniu r(X) i wysokosci AX. Pole podstawy takiego walca jest rowne
S =mr?, a wigc objetosé jest rowna:
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Rys. 6.11. Obliczamy
objetos¢ stozka ~0
(6.32) AV = AX - wr3(X).

Cala objetos¢ jest sumg takich objetosci czastkowych, czyli catka oznaczong
h b

(6.33) V = [dv () = nf v 1 (x),

gdzie a oznacza potozenie ,,denka” naszej bryty, a b potozenie jej ,,wieczka”.

PRZYKEAD 1

Zastosujmy ten wzor do stozka o wysokosci h z rysunku 6.11, dla ktérego zalezno$é
r(x) okreslona jest wzorem:

(6.34) r(x) = cx.
Przyjmiemy, ze a = 0 i b = h. Objetos¢ stozka jest wiec rowna (§5.2):

h h h 3 h
V= JI_[d.\' ()= njd.\' cxt = Rc':_[dr ¥ =xct [Y—] =
(6.35) 0 0 P 3

1]

et ,  meh
= T(-\" o =——

3
Zauwazmy jeszcze, ze ch jest rtowne promieniowi podstawy stozka R, a nR? jest po-
lem powierzchni tej podstawy. Wzér 6.35 mozemy wiec napisa¢ w postaci:

nc’h’  wR°h  Sh

6.36 V= - _on
(6.36) 3 3 3

Objetos¢ stozka jest rowna jednej trzeciej objetosci walca o takim samym polu pod-
stawy.



