14. Konstrukcje geometryczne

W ramach teorii ciat, w XIX wieku wypracowane zostaty metody pozwala-
jace na rozstrzygniecie probleméw rozwazanych przez starozytnych Grekéw
i zwiazanych z wykonalnoscia pewnych konstrukgji geometrycznych za po-
moca dwoch przyrzadéw: cyrkla i linijki. Przypomnijmy trzy stynne problemy
starozytnych Grekow:

e podwojenie szescianu, czyli konstrukcja boku szeScianu o objetosci dwu-
krotnie wiekszej od objetoséci danego szedcianu;

e trysekcja kata, czyli podziat danego kata na trzy réwne katy;

e kwadratura kofa, czyli konstrukcja kwadratu, ktérego pole jest réwne
polu danego kota.

Przedstawimy wspoétczesne podejscie do tych probleméw. Pokazemy, ze kazdy
z nich ma negatywne rozwiazanie. W tym celu ustalimy najpierw wiasciwy
grunt dla rozwazanych zagadnien. Interesowac nas beda dtugosci odcinkéw
na plaszczyznie, ktére mozna otrzymac konstrukcyjnie z odcinkéw o danych
dtugosciach. Rysunki 14.1 i 14.2 przedstawiaja podziat danego odcinka na do-
wolna iloé¢ jednakowych czeéci. Mozemy wiec otrzymaé dowolna wymierna
wielokrotno$¢ danej dtugosci.

Na poczatek ustalmy, co bedziemy rozumieli przez konstrukcje geometryczna.
Zal6zmy, ze mamy dany odcinek na ptaszczyznie. Wprowadzmy uktad wspot-
rzednych tak, ze konice tego odcinka sa w punktach O = (0,0)i A = (1,0).

Rysunek 14.1. (a) Konstrukcja prostej prostopadlej do prostej ¢ i przechodzacej
przez punkt X, (b) Konstrukcja prostej réwnolegtej do prostej ¢ i przechodzacej
przez punkt X
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Rysunek 14.2. (a) Podziat odcinka O A na n = 5 réwnych czeéci, (b) Konstrukcja
odcinka o dtugosci av/2

Punkty plaszczyzny, ktére mozna skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki
z punktéw O i A nazwiemy konstruowalnymi. Natomiast wspoétrzedne
punktéw konstruowanych nazwiemy liczbami konstruowalnymi. Zwréémy
uwage na to, ze do wyznaczania punktéw konstruowalnych dopuszczamy
nastepujace czynnosci:

* narysowanie prostej przez dwa punkty wczeéniej skonstruowane;

* narysowanie okregu o srodku w punkcie wczesniej skonstruowanym
i promieniu réwnym odleglosci miedzy dwoma punktami juz skonstru-
owanymi;

¢ zaznaczenie punktéw przeciecia narysowanych prostych lub okregéw.

Zauwazmy, ze

Twierdzenie 14.1. Zbiér K wszystkich liczb konstruowalnych jest podciatem ciata
liczb rzeczywistych R. W szczegdlnosci, K jest rozszerzeniem ciata liczb wymier-

nych Q.

Dowéd. Nalezy wykazaé, ze jezelia,b € K,toa+b € K, a € K oraz a c K,
oile b # 0. Aby otrzymac to, ze a + b € K, wystarczy odlozy¢ odpowiednio
na prostej odcinki o dtugosciach a i b (jeden za drugim lub krétszy wewnatrz
dtuzszego). Niech teraz a, b, c € K i zal6zmy, ze sa to liczby dodatnie.

Zat6zmy, ze |OA| = a, |OB| = b, |OC| = ci|0OX| = z (por. Rysunek 14.3).
Z podobienistwa tréjkatow OAC' i OBX wynika, ze

a_c czyli x—@
b x y a
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Rysunek 14.3. Konstrukgja liczby =<
a

Wynika stad, ze jezeli b, c € K, to kladac a = 1, otrzymujemy bc € K. Z kolei
b
jezeli a,b € K, to kltadac ¢ = 1, otrzymujemy 4 € K. O

Whiosek 14.1. Jezelia > 0ia € K, to \/a € K.

Dowdd. Narysujmy okrag o Srednicy AB dlugosci 1 + a (Rysunek 14.4). Niech
H oznacza spodek wysokosci tréjkata ABC' opuszczonej na przeciwprosto-

katna AB, takiego ze

Rysunek 14.4. Konstrukgja liczby v/a

|AH| =1 oraz |HB| = a. Z podobienistwa tréjkatéw AHC i BHC wynika,

ze (CH| |BH|
|[AH| — |CH|

Stad [CHJ]? =1-a,czyli |CH| = \/a. O

Twierdzenie 14.2. Liczba a jest konstruowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

taki ciqg podciat ciata R
Q=KycKyC...C K, 1 CK,,

zea € Kporaz [K; : K;—1)=2dlai=1,2,...,n.



