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DOWOD. Ze wzoru (1.14) otrzymujemy réwnos$é
X\BdA =Int AUInt(X \ A),

a wiec X \ Bd A jest suma dwdch roztacznych niepustych zbioréw otwartych.
To na mocy lematu 5.1.1 koniczy dowdd. O

Jak pokazuje twierdzenie 1.1.23, przestrzen R liczb rzeczywistych jest
przyktadem przestrzeni spdjnej. Przestrzenie spéjne moga byé jednak dosé
osobliwe. 7 definicji wynika, ze kazdy zbiér z topologia antydyskretna jest
przestrzenia spojna. Spdjna jest takze przestrzen opisana w przyktadzie 1.1.21.
Zbiorami otwartymi w tej przestrzeni sa, oprocz zbioru pustego, elementy filtru
wolnego. Szczegdlnym przypadkiem jest przestrzen z topologia koskoriczona.
Jest to taka przestrzen nieskonczona, w ktorej jedynymi zbiorami otwartymi
s te, ktére maja dopetnienia skoriczone. Taka przestrzen jest typu 7. Istnieja
wiec przestrzenie spdjne typu 11 dowolnej mocy, w szczegdlnodci przeliczalne.
Jedli jednak zazadamy, by przestrzen spojna byta dodatkowo regularna, to nie
moze ona by¢ przeliczalna, bo regularne przestrzenie przeliczalne sa normal-
ne (p. twierdzenie 1.8.18), czyli sa przestrzeniami Tichonowa, a przestrzenie
spdjne maja nastepujaca wlasnoscé.

LEMAT 5.1.3. KaZda przestrzen Tichonowa spdjna niejednopunktowa ma
moc co najmniej 2.

DowOD. Zalézmy, ze przestrzenn Tichonowa X jest spdjna i wybierzmy
punkty =,y € X. Istnieje taka funkcja ciagla f: X — [0,1], ze f(z) = 0,
a f(y) = 1. Poniewaz na mocy wniosku 1.3.12 f[X] = [0, 1], to |X| >2¥. O

Powstaje naturalne pytanie, czy przestrzen spdjna przeliczalna moze by¢é
przestrzenia Hausdorffa. Jak pokazal Urysohn [501], a nieco p6zniej Bing [58],
konstruujac odpowiedni przyklad (p. Engelking [153], przyklad 6.1.6), od-
powiedZ na to pytanie jest twierdzaca. Przedstawiamy tu przyktad Golom-
ba [192] topologii Hausdorffa spjnej na zbiorze liczb naturalnych. Przestrzen
Golomba jest modyfikacja konstrukcji Furstenberga (patrz str. 5) topologii
zerowymiarowej na zbiorze Z; patrz str. 11.

PRZYKEAD 5.1.4 (topologia Golomba). Topologia Golomba okreslona jest
na zbiorze N liczb naturalnych i jest generowana przez zbiory postaci

a+bN={a+nb:neNU{0}},

przy czym zakladamy dodatkowo, ze liczby a i b sa wzglednie pierwsze, tzn.
takie, ze najwiekszy wspélny dzielnik NWD(a,b) = 1. A zatem topologia
Golomba na zbiorze N jest generowana przez rodzine
B={a+bN:a,beNoraz NWD(a,b) = 1}.
Rodzina BU{(0} jest zamknieta ze wzgledu na skoniczone przekroje. Wystarczy
zauwazy¢, ze jesli = min((a 4+ bN) N (¢’ + ¥'N)), to
(a+bN) N (a' + V'N) = z + cN, (%)
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przy czym c jest najmniejsza wspolng wielokrotnoécig liczb b i o', Faktycznie,
poniewaz istnieja takie ng, mg € N, ze x = a+nob = a’ + mgb/, to dla kazdego
x+nc € x+cN mamy x+nc = a+nob+nc € a+0bN, bo ¢ jest wielokrotnoscia
b, a zatem z + ¢N C a + bN. Podobnie x + ¢N C o’ + V/N. Z tego wynika, ze
x+ N C (a+bN) N (a’ + b'N). Jednoczesnie, jesli y € (a + bN) N (a' + b'N),
to istniejg takie ny,m; € N, ze y = a +n1b = a’ + mb’. Woéwczas dostajemy
y—x = (n1 —ng)b i podobnie y —x = (m1 —mg)V'. A zatem y— x jest wspSlng
wielokrotnodcig b i b/, a wiec istnieje takie k € N, ze y—x = kc. Z tego wynika,
ze y € x4 cN, a to dowodzi warunku (). Z warunku tego wynika, ze rodzina
B U {0} jest domknieta ze wzgledu na skoniczone przekroje, a wiec jest baza
topologii Golomba, bo kazda liczba naturalna nalezy do pewnego elementu
rodziny B.

Stad, ze rodzina B jest bazg wynika w szczegdlnosci, ze przestrzen Golom-
ba spetnia warunek Hausdorffa. Wystarczy bowiem dla dowolnych punktow
z,y € N, gdzie y > z, wybraé liczbe pierwsza! p > y — x. Woéwczas x + pN
i y + pN sa otoczeniami roztacznymi odpowiednio punktéw x i y. Faktycznie,
gdyby x+pn = y+pm dla pewnych n,m € N, to mielibySmy y—x = (n—m)p,
co daje sprzecznosé, bo 0 <y —z < p.

Aby wykazaé, ze zbiér N z topologia Golomba jest przestrzenia spéjna,
przypusémy, ze N = UUV, przy czym U i V sg niepustymi zbiorami otwartymi
i roztacznymi. Wezmy dowolny zbiér x + aN € B zawarty w U. Wykazemy,
ze aN C U. W przeciwnym razie istnieje takie n € N, ze an € V, a poniewaz
zbiér V jest otwarty, to dla pewnego y 4+ bN € B dostajemy an € y + 0N C V.
Stad wynika, ze an = y + bm dla pewnego m € N, a poniewaz zachodzi
NWD(y,b) = 1, to takze NWD(a,b) = 1. Woéwczas na mocy twierdzenia
chifiskiego o resztach? dostajemy (z +aN)N (y +bN) # (), co daje sprzecznosé,
bo zbiory U i V sa roztaczne, z zatem aN C U. Rozumujac analogicznie,
stwierdzamy, ze skoro dla pewnego y + bN € B zachodzi y + bN C V| to takze
bN C V. Ale wéwcezas abN C U NV, co daje sprzeczno$é, boUNV =0. <

Opiszemy teraz pewne standardowe metody konstruowania przestrzeni
spéjnych. Jak wiemy (p. twierdzenie 1.3.11) funkcje ciagle zachowuja spéj-
nos¢, a wiec nowe przestrzenie spojne mozna tworzy¢, jak juz pokazano na
str. 56 piszac o okregu, za pomoca operacji ilorazowania. Przedstawimy te-
raz inne jeszcze sposoby konstruowania przestrzeni spojnych. Przypomnijmy,
ze podzbior A przestrzeni X jest zbiorem spdjnym, gdy jako podprzestrzen

lz, konstrukcji Golomba, podobnie jak z konstrukcji Furstenberga, wynika, ze liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele. Wynika to z tego, ze dla kazdego p € N zbiér pN jest
domkniety, bo jego dopelnieniem jest zbiér (1 + pN) U ... U ((p — 1) + pN). Gdyby wiec
liczb pierwszych bylo skoniczenie wiele, to zbiér N \ {1} bylby domkniety, a to w topologii
Golomba nie jest mozliwe.

2Twierdzenie chitiskie o resztach méwi w szczegblnosci, ze jesli liczby a, b € N sg wzgled-
nie pierwsze, to kongruencje z = x(mod a) oraz z = y(mod b) maja wspdlne rozwiazanie
z € N; p. na przyktad Marzantowicz i Zarzycki [328]. Faktycznie, poniewaz a i b sa wzglednie
pierwsze, to istnieja takie o, 5 € Z, ze aa+ b = 1. Wystarczy przyjaé¢ z = aya+ Sxb+nab,
gdzie n jest dostatecznie duze.



