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6. Dlakazdego k € {1, ..., n} pare symplekséw F; i G, mozemy otrzymaé w wy-
niku podzialu sympleksu S o wierzchotkach u;, v; 4, ..., v;,, u; ,, hiper-
plaszczyzna, w ktorej leza punkty v, 4, ..., v;,, 1, (rys. 5.45g,hi5.46g,h).
Taki podziat sympleksu S odpowiada wstawianiu wezta u; ., (p. 5.5.10). Zatem
suma funkcji miary przekroju symplekséw F i G, czyli réwniez F; i Gy, jest
funkcja miary przekroju sympleksu S. Pozostaje obliczy¢

n

fmp(F) + fmp(G) = Y (fmp(F}) + fmp(G})) = nfmp(S)
k=1

. P 1
i sprawdzié, ze u, 1 (S) = m(”“r"“ —u;). O

Zwiazek symplekséw z funkcjami B-sklejanymi byt po raz pierwszy opisany
w artykule [63]. Mozna okredli¢ funkcje d zmiennych, ktéra kazdemu punktowi
przestrzeni R? utozsamionej z ustalona podprzestrzenia d-wymiarowa £ afinicz-
nej przestrzeni (n + d)-wymiarowej E przyporzadkowuje objeto$¢ n-wymiarowa
przecigcia pewnej figury B z odpowiednia n-wymiarowa podprzestrzenia prosto-
padta do £. Jesli figura B jest wieloScianem, to otrzymamy w ten sposéb funkcje
kawatkami wielomianowg stopnia n. Tak okreslone funkcje odpowiadajace sym-
pleksom, zwane sympleksowymi funkcjami sklejanymi (ang. simplex splines),
sa obecnie przedmiotem intensywnych badan, zobacz na przyktad [183], [184],
[188]). W praktycznych zastosowaniach spotyka si¢ je jeszcze dosy¢ rzadko.

5.6. Krzywe B-sklejane z wezlami rownoodleglymi

OkreSlenie krzywej B-sklejanej wymaga podania ciagu weziéw i ciagu punktéw
kontrolnych. O ile wptyw punktéw kontrolnych na ksztatt krzywej jest intuicyjnie
zrozumialy i w zwiazku z tym dobieranie punktéw kontrolnych jest raczej mato
ktopotliwe, o tyle nie mozna tego samego powiedzie¢ o weztach. Wptyw weztéw
na ksztatt krzywej jest dosy¢ subtelny i wyb6ér weztdw ,,najlepiej dostosowanych”
do ksztattu, ktéry nalezy odtworzy¢ za pomoca krzywej B-sklejanej, jest nieoczy-
wisty. Jedna z metod uniknigcia klopotu z wyborem weztéw jest przyjecie jed-
nokrotnych weztéw rownoodlegtych. Traci si¢ wtedy mozliwo$¢ modyfikowania
krzywej przez zmienianie wezldw, ale za to zyskuje uproszczenie wielu wzoréw
i algorytméw. Bez straty ogdélnosci mozna przyjaé u; = i,i = 0, ..., N. Funkcje
bazowe dla takiego ciagu weztéw spelniaja warunek

NI(t) = NP\t + k). (5.39)

Wykresy funkcji bazowych sa identyczne z doktadnoscia do przesunigcia; przy-
kiad dla n = 3 mozemy zobaczy¢ na rysunku 5.47. Nosnikiem funkcji N/ jest
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Rysunek 5.47. Wykresy funkcji Ni3 dla weztéw réwnoodlegtych

przedziat [i,i + n + 1], zatem wszystkie te funkcje mozemy opisaé za pomoca
n + 1 wielomianéw stopnia n, py(s), ..., p,(s), ktérych argumentem jest nowa
zmienna s = t — k. Zachodzi réwnos$¢ N'(t) = p;_;(s) dlat € [k, k + 1), czyli
dlas € [0, 1].

Krzywa B-sklejana mozna narysowaé, wyznaczajac punkty kontrolne Béziera
tukéw wielomianowych i nastgpnie rysujac te tuki. Luk odpowiadajacy paramet-
rowi t € [k, k 4 1) jest okreSlony przez punkty d;_,,, ..., d;, a jego reprezentacja
Béziera sktada si¢ z punktow py o, ..., pi,. Do ich znajdowania mozemy uzywac
takiej macierzy M o wymiarach (n + 1) x (n + 1), dla ktérej

Pro dy_p
: =M
pk,n dk
Kolumny macierzy M sa wektorami wspdtczynnikéw wielomianéw py, ..., p,

w bazie wielomiandéw Bernstena stopnia 7.

di»

; dk—3 dk

Rysunek 5.48. Luk wielomianowy krzywej B-sklejanej trzeciego stopnia
z weztami réwnoodleglymi i jego reprezentacja Béziera
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Cwiczenie. Wykaz, ze dlan = 3 jest
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Cwiczenie. Znajdz macierz M dlan = 4.

Inna metoda polega na wygenerowaniu ciagu tamanych szybko zbiegajacego
do krzywej; kolejne tamane otrzymamy za pomoca wstawiania weziéw. Zamiast
uniwersalnej metody Boehma lub algorytmu Oslo znacznie prosciej jest uzy¢ opi-
sanego nizej algorytmu Lane’a—Riesenfelda [168], ktéry wstawia nowe wezty
w Srodkach przedziatéw migdzy weztami poczatkowej reprezentacji. Inaczej moé-
wiac, algorytm ten dwukrotnie zaggszcza ciag weztdw reprezentacji krzywe;j.

Aby wyprowadzi¢ wzory, na ktérych opiera si¢ ten algorytm, rozwazmy po-
chodng funkcji B-sklejanej stopnia n > 0. Przypusémy, ze ciag weztéw sktada sig
ze wszystkich liczb catkowitych: u; =i dlai € Z. W tym przypadku wzér (5.13)
przyjmuje postac

ANy = N = NI 0.

dr'i i i+1
Catkowanie pochodnej umozliwia odtworzenie funkcji. Poniewaz funkcja N(()) ()
okreslona dla przyjetego ciagu weztéw jest réwna 1 dla ¢ € [0, 1) oraz 0 poza tym
przedziatem, korzystajac ze wzoru (5.39), mozemy obliczy¢

N = [N e = Ny

t
N u) du = /H N () du

= [ N7 = 0N @) du. (5.40)

Otrzymane na koncu wyrazenie opisuje dziatanie zwane splotem, zastosowane do
funkcji Nl.”_1 i Ng. Dziatlanie to zapisywane jest przy uzyciu symbolu ,,x”, mozemy
zatem pisaC N = Ni'“1 * Ng . Wizualizacja splotu jest pokazana na rysunku 5.49.

Niech M” (1) € N{(2t — i). Funkcje M" sa funkcjami B-sklejanymi, ktérych

wezly sa catkowitymi wielokrotnoSciami % Nosnikiem funkcji M} jest przedzial
(5, #]. Dla kazdego i € Z niech ¢; oznacza pewien punkt. Wtedy dla j =
0,1, 2,...istnieja krzywe B-sklejane stopnia j z punktami kontrolnymi ¢;:

sV =3¢ N (1).
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