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PRZYKEAD 2.1.1 (przestrzenie euklidesowe). Metryka euklidesowa w R"

jest dla dowolnych x = (x1,...,2,) iy = (y1,...,yn) okreslona wzorem
n 3
d(x,y) = (Z(azi - yi)2) (2.2)
i=1

Warunek identyczno$ci, a takze warunek symetrii, jest spelniony w sposéb
oczywisty. W celu sprawdzenia warunku tréjkata wezmy dodatkowo element
z = (z1,...,2,). Dla kazdego i < n ustalmy a; = x; — y;, b; = y; — z; oraz ¢; =
x; — zi. Wtedy ¢; = a; + b;, a wiec na mocy warunku (2.1) mamy

= (d(x,y) + d(y,2))?,

co konczy dowdd nieréwnosei trojkata. Zgodnie z definicja, odlegto$é miedzy
punktami w przestrzeni euklidesowej jest réwna dlugosci odcinka taczacego te
punkty. Dla n = 2 wzér (2.2) jest w istocie twierdzeniem Pitagorasa.

Wz6r na metryke w iloczynie kartezjanskim prostych rzeczywistych mozna
uogélni¢ na dowolne przestrzenie metryczne.

DEFINICJA 2.1.2 (metryka w iloczynie kartezjanskim). Niech dla kazdego
i < n dana bedzie przestrzen metryczna (X;,d;). Metryke w iloczynie karte-
zjanskim X1 X ... xX X, okreslamy wzorem

n

1

3

d(Xay) = (Z(dz(xza:%))Q) ’ (23)
i=1

gdziex = (x1,...,20n), Yy = (Y1, .-, yn) orazx,y € X1 X...x X, i nazywamy

metryka kartezjansksy.

Funkcja dana wzorem (2.3) spelnia postulaty metryki. Warunek tréj-
kata dowodzi sie za pomoca nieréwnosci (2.1) analogicznie jak w przykla-
dzie 2.1.1 w przypadku metryki euklidesowej. Kazda metryka wyznacza topo-
logie (p. twierdzenie 1.2.3), a wiec w iloczynie kartezjanskim X = X3 x...x X,
mamy topologie wyznaczong przez metryke d dana wzorem (2.3). Jednoczesnie
mamy tam tez topologie iloczynu kartezjanskiego wyznaczong przez topologie
generowane przez metryki w przestrzeniach X;; p. definicja 1.5.1. Okazuje sie,
ze sa to te same topologie. Zanim to sprawdzimy, przeanalizujemy zbieznosé
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w iloczynie kartezjanskim przestrzeni metrycznych. Poniewaz (X, d) jest prze-

strzenia metryczna, to dla kazdego ciggu (x™)%; C X i punktu x° € X zacho-

dzi réwnowaznoéé: lim x" = x? wtedy i tylko wtedy, gdy lim d(x",x") =
n—oo n—oo

0; p. lemat 1.2.37.

LEMAT 2.1.3. Jesli (x™)20_; € X1 x ... x X, gdzie (X;,d;) dla i < n

jest przestrzeniq metryczng oraz x° € X1 X ... x X, to li_r>n d(x™ x%) =0
m oo

m

)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy li_r)n d(x™,2%) = 0 dla kaidego i < n, przy czym x'
m—0o0
oznacza i-tq wspdlrzedng punktu x™, a 29 i-tg wspélrzedng punktu x°.
DowOD. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnych punktéw

X,y € X1 X ... x X, gdzie x = (21,...,2,) oraz y = (Y1,...,Yn), 1 dla
dowolnego ¢ < n zachodza nastepujace nieréwnosci

n
di(zi, i) < d(x,y) <) dil@s, yi). (2.4)
i=1
Aby te nieréwno$ci uzasadnié¢, wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnych liczb
nieujemnych aq,...,a, oraz i < n zachodza nieréwnosci
n % n
ws () < e 25)
i=1 i=1
Pozostaje zastosowaé definicje metryki d, tzn. warunek (2.3). O

WNIOSEK 2.1.4. Jesli (X, d) jest przestrzenig metryczng, a w X x X okre-
slona jest topologia iloczynu kartezjariskiego, to d: X x X — R jest funkcjq
cigglq.

DowOD. Na mocy kryterium Heinego (patrz str. 34) wystarczy pokazad,
ze jesli (zn,yn)22y € X X X oraz Jgrgo(mn,yn) = (0, %0), to

nh—>Igo d(xna yn) = d(x()v yO)
Z lematu 2.1.3 mamy lim x,, = zg oraz lim y, = yo, a wiec lim d(x,,zo) =
n—oo n—o0 n—oo
li_>m d(yn,yo) = 0. Jednoczesnie z warunku trojkata dostajemy
n oo
d(xna yn) - d(x07 yO) < d(SUnv -TO) + d(yna yO)
i analogicznie

d(CC(), yO) - d($n7 yn) S d(.’lﬂ'n, .’L’O) + d(yn7 y0)7
a WiQC 0 < ’d(xnayn) - d(330>y0)| < d(l’n,xo) + d(ynaQO)' St@d Wynika, ze
nh_}rrolo |d(2n, yn) — d(x0,y0)| = 0, co koniczy dowdd. O

Okazuje sie, ze rézne metryki moga generowaé te sama topologie.

DEFINICIA 2.1.5 (metryki réwnowazne). Metryki sq réwnowazne, gdy to-
pologie przez mie wyznaczone sq réwne.

Praktyczne kryterium rownowaznosci metryk daje nastepny lemat.
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LEMAT 2.1.6. Metryki p i o na zbiorze X sq réownowazne wtedy ¢ tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciggu ()52, € X i kazdego punktu x € X zachodzi
réownowaznosé

nh_{réo p(zn,x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy nh—>néo o(xp,x) =0. (%)

Dowop. Symbolami 7, oraz 7, oznaczmy topologie wyznaczone odpo-
wiednio przez p oraz 0. Zalézmy warunek (x). Aby wykazaé¢ réwnosé¢ 7, = Ts,
wystarczy sprawdzi¢, ze dla kazdego zbioru A C X jego domkniecia w oby-
dwu topologiach sa takie same. Jesli x € cl A, gdzie domkniecie rozumiane jest
w sensie topologii 7,, to na mocy drugiej czesci lematu 1.2.33 i lematu 1.2.37
istnieje taki ciag (r,)02, C A, ze nh_}rrolo p(xn, x) = 0. Wéwezas, na mocy wa-
runku (*) dostajemy Jim o(xn,z) = 0. To za$ oznacza, ze © € cl A, gdzie
domkniecie rozumiane jest w sensie topologii 7,. Aby wykazaé¢ implikacje
odwrotna, wystarczy ponownie zastosowaé lemat 1.2.37 i skorzystaé bezpo-
Srednio z definicji zbieznoéci ciagu ze str. 28. U

Na mocy lematu 2.1.3 dla kazdego ciagu (x™)5%_; C X X ... x X,, mamy

m=1 =

lim d(x™,x%) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim d;(z7,2)) = 0 dla kazdego
m— 00 m—00
1 < n. Z lematu 2.1.6 wynika wi¢c nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 2.1.7. Metryka w iloczynie kartezjanskim X = X1 x ... x X,
przestrzeni metrycznych (X;,d;), i < n, okreslona dla x,y € X wzorem
n
i=1
przy czym X = (T1,...,&n) 1y = (Y1,...,Yn), jest rownowazna metryce kar-
tezjanskiej.
W przypadku plaszczyzny metryka (2.6) wyraza sie wzorem
d(X7Y) = |LL‘1 - y1| + |IL‘2 - y2|a
gdzie x = (x1,73), y = (y1,¥2) i nazywana jest metryka miejska?, bo
w miastach realna odlegto$é¢ miedzy punktami liczy si¢ dlugoscia odcinkéw
ulic taczacych te punkty, a one przecinaja si¢ zwykle pod katem prostym.

TWIERDZENIE 2.1.8. Topologia iloczynu kartezjanskiego przestrzeni me-
tryzowalnych pokrywa sie z topologiq wyznaczong przez metryke produktowq.

DowODp. Niech Ty oznacza topologie wyznaczong przez metryke zadang
wzorem (2.3), a Tx topologie iloczynu kartezjanskiego przestrzeni topologicz-
nych Xi,..., X, przy czym topologie w X; wyznaczone sa przez metryki
d; dla i < n. Dla kazdego ¢+ < n niech pr;: X1 x ... x X,, = X, bedzie
rzutowaniem, tzn. pr;(zi,...,x,) = ;. Z kryterium Heinego (patrz str. 34)

2W literaturze anglojezycznej uzywany jest tez termin Manhattan distance ze wzgledu
na uktad ulic w tej czgsci Nowego Jorku.
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i lematu 2.1.3 wynika, ze rzutowania sg ciagle w sensie topologii Tas, a w kon-
sekwencji kazdy zbiér otwarty w sensie topologii Tx jest otwarty w sensie to-
pologii Tas. Aby wykazaé implikacje odwrotna, ustalmy kule otwarta w sensie
metryki d zadanej wzorem (2.6), tzn. zbiér

Bax,e) ={(y1,..-,yn) € X1,..., Xp: di(z1,01) + ... + dn(Tn, yn) < €},

gdzie x = (21, ...,x,) oraz € > 0 sa dowolnie ustalone. Wéwczas zbiér

UZBd1<SUl,€> X ... X Bdn(ﬁn;éE)
n n

jest otwarty w sensie topologii Tx oraz x € U C By(x, €). To koniczy dowdd, bo
na mocy wniosku 2.1.7 topologia zadana przez metryke okreslona wzorem (2.6)
jest identyczna z topologia Tas. O

WNIOSEK 2.1.9. Iloczyn kartezjanski skoriczenie wielu przestrzeni metry-
zowalnych jest przestrzeniq metryzowalng.

Dalszym wnioskiem jest nastepujace twierdzenie Frécheta [168] z 1910 r.

TWIERDZENIE 2.1.10. Jesli przestrzen przeliczalna jest metryzowalna, to
jest homeomorficzna z podprzestrzeniq domknietq przestrzeni liczb wymier-
nych.

DowOD. Jedli X jest przeliczalng przestrzenia metryzowalng, to na mocy
wniosku 2.1.9 przestrzen X x Q takze jest przeliczalng przestrzenia metry-
zowalna. Jest tez przestrzenia w sobie gesta, bo Q jest w sobie geste. Stad
na mocy twierdzenia Sierpiniskiego (twierdzenie 1.9.12) przestrzen X x Q jest
homeomorficzna z Q. Pozostaje zauwazy¢, ze X jest homeomorficzne z pod-
przestrzenia domknieta X x {0} przestrzeni X x Q. O

Poniewaz przestrzen Q ma baze przeliczalna, to rodzina wszystkich jej
podzbioréw otwartych ma moc continuum. A zatem takze rodzina wszystkich
jej podzbioréw domknietych ma moc continuum, bo dopetnienie zbioru do-
mknietego jest zbiorem otwartym. Stad i z twierdzenia 2.1.10 wynika, ze moc
rodziny wszystkich réznych, czyli parami niehomeomorficznych, przestrzeni
przeliczalnych metryzowalnych jest réwna continuum.

W wielu konstrukcjach topologicznych wazna role odgrywa fakt, ze kazda
metryka jest rownowazna pewnej metryce ograniczonej.

DEFINICJA 2.1.11 (metryka ograniczona). Metryka d w przestrzeni X jest
ograniczona, gdy istnieje taka liczba a € R, Ze d(x,y) < a dla dowolnych
z,y € X. Méwimy wtedy, ze metryka d jest ograniczona przez stala a.

Kolejny lemat podaje dwa sposoby tworzenia metryk ograniczonych.

LEMAT 2.1.12. Jesli funkcja d: X x X — R jest metrykq na X, to takze
funkcje o, p: X x X — X dane wzorami
__d(z,y)
1+d(z,y)
sq metrykami na X ograniczonymi przez 1 i réwnowaznymi z metrykg d.

o(x,y) oraz p(x,y) = min{l,d(z,y)}



