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86 ' 2. Niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera

Zadanie 2.48. Rozwaz czastke o masie m znajdujaca sie w potencjale

00 x <0,
V(x) ={-32i%/ma*> 0<x <a,
0 X > a.

(a) Ile jest stanow zwigzanych?

(b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w stanie zwigzanym o najwigkszej energii
czastka zostanie znaleziona poza studnig (X > a)? Odpowiedz: 0,542, wigc nawet
jesli stan jest ,,zwiazany” studnia, to jest bardziej prawdopodobne, ze czgstka zo-
stanie znaleziona na zewnatrz niz w srodku!

Zadanie 2.49
(a) Pokaz, ze

1/4 2 . | Bt .
i = (22) | 2 (47428 (1) 2 i)

spelnia zalezne od czasu réwnanie Schrodingera dla potencjatu oscylatora harmo-
nicznego (réwnanie (2.44)). Tutaj X, jest dowolng stalg rzeczywista o wymiarze
dtugosci®.

(b) Znajdz [¥(x, t)? i opisz ruch pakietu falowego.

(c) Oblicz (x) oraz (p) i sprawdz, czy twierdzenie Ehrenfesta (réwnanie (1.38)) jest
spetnione.

Zadanie 2.50. Rozwaz ruchomg studnie potencjatu w ksztalcie funkcji delta:
Vx,t) = —ad(x —vt),

gdzie V jest (stata) predkoscia studni.
(a) Pokaz, ze zalezne od czasu rownanie Schrédingera dopuszcza doktadne rozwigza-
1260
nie

W(x, 1) = V’;;“ efmalevtl/hzefi[(E+(l/2)mv2)tfmvx]/h’

gdzie E=-ma?/2h? jest energia stanu zwigzanego stacjonarnej funkcji delta.
Wskazéwka: Uwzglednij to 1 sprawdz! Wykorzystaj wynik z zadania 2.23(b).
(b) Znajdz wartos¢ oczekiwang hamiltonianu w tym stanie i skomentuj wynik.

Zadanie 2.51. Swobodny spadek. Wykaz, ze

1 ¢ 1
W(x, 1) = \Ilo<x + 38t t> exp[—i% <x + ggtz)} (2.176)

% Ten rzadki przyktad dokladnego rozwiazania w postaci zamknigtej zaleznego od czasu réwnania
Schrodingera zostat odkryty przez samego Schrodingera w 1926 r. Jeden ze sposobow jego uzyskania zostat
omoéwiony w zadaniu 6.30. Oméwienie tego i pokrewnych probleméw mozna znalez¢ w W. van Dijk i in., Am.
J. Phys., 82, 955 (2014).

60 Zobacz wyprowadzenie w zadaniu 6.35.
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Dodatkowe zadania do rozdziatu 2 = 87

spelnia zalezne od czasu rownanie Schrodingera dla czastki w jednorodnym polu grawita-
cyjnym,
V(x) = mgx, (2.177)

gdzie Wy(x, t) to swobodny gaussowski pakiet falowy (rownanie (2.111)). Znajdz (x) jako
funkcje czasu i skomentuj wynik®!.

Zadanie 2.52. Rozwaz potencjat opisany funkcjg

2.2

h*a )
Vix)=— sech”(ax),
m

gdzie a jest dodatnig stata, a ,,sech” oznacza secans hiperboliczny.
(a) Narysuj t¢ funkcje potencjatu.
(b) Sprawdz, czy ten potencjat ma stan podstawowy

Yo(x) = A sech(ax),

i znajdz jego energi¢. Znormalizuj y i narysuj wykres.
(c) Wykaz, ze funkcja

S = A (ik — atgh(ax) ) oikr,

ik+a

(gdzie k = /2mE /h, jak zwykle) jest rozwigzaniem réwnania Schrodingera dla
dowolnej dodatniej energii E. Poniewaz tgh z — —1, gdy z — —oo,

Yr(x) &~ Ae'** | dla duzych ujemnych x.

Reprezentuje to wige falg nadchodzaca z lewej strony bez towarzyszgcej fali od-
bitej (tj. bez cztonu exp(—ikx)). Jaka jest asymptotyczna postaé y(X) dla duzej do-
datniej warto$ci X? Jakie sa R oraz T dla tego potencjatu? Komentarz: To stynny
przyktad potencjalu bez odbicia: kazda przypadkowa czastka, niezaleznie od jej
energii, przechodzi przez niego®?.
Zadanie 2.53. Macierz rozpraszania. Teoria rozpraszania uogdlnia w do$¢ oczywisty
sposob arbitralnie zlokalizowane potencjaty (rysunek 2.21). Po lewej stronie (obszar I)
V(x) =0, wiec

. . 2mE
V() = A 4 Bem Y odzie k = f’i” . 2.178)
Po prawe;j stronie (obszar I1I) V(X) znowu jest réwne zeru, wigc
U (x) = Felt* 4 Ge ¥, (2.179)

61 Pouczajaca dyskusja: M. Nauenberg, Am. J. Phys., 84, 879 (2016).
62 R.E. Crandall i B.R. Litt, Annals of Physics, 146, 458 (1983).



