MATEMATYCZNE PODSTAWY TEORII GIER

(2) Niech C bedzie niepustym wypuktym zwartym podzbiorem RX, zas F — pot-
ciagla z gory korespondencjg o zwartych, wypuklych i niepustych wartosciach
prowadzacg z C do tegoz zbioru.

Definiujemy przez indukcje gry G, = G(X,, ..., Xu; Y1, --.» Yn) W G jak nastepuje:
X; jest dowolne, y; € F(X;) dla danej rownowagi (o, 7,) W G,,, wprowadzamy
Xup1 = )iy a (i) yi tak, jak powyzej, a nastgpnie Yo, € F(Xpi).

(a) Niech x* bedzie punktem akumulacji ciggu {X,}. Niech € > 0 za$ N niech
bedzie takie, ze Xy, oraz X, € B(X*, ) dla pewnego m < N. Rozwazmy
rownowage (oy , Tn) W Gy = G(Xy, ..oy Xp3 Yis ---» Yn) 1 Wykazaé, ze {X;,
i € S(oy )} < B(X', 3¢) oraz {X;, i € S(7y )} < B(X", 3¢) Wywnioskowaé,
ze Xy € cofl, F(2): z € B(x*, 39)}.

(b) Wywnioskowa¢ istnienie punktu statego dla F.

Cwiczenie 7. Gry wypukle [155]
Gra wypuk?a jest dana przez zbiory strategii S; i funkcji wyptat G;z S =[], S,
do R, i € | spehiajacych:

(1) S;jest zwartym wypuklym podzbiorem przestrzeni euklidesowej, dla kazdego
iel
(i) Gi(:, s_;) jest wklgsta na S;, dla kazdego s_;, dla kazdego i € I.
(iii) )", G, jest ciagla na S.
(iv) Gi(s;, *) jest ciagta na S_; dla kazdego s;, dla kazdego i € I.

Wprowadzamy funkcj¢ @ zdefiniowang na S x S poprzez:
D(s.1) = ) Gilsi 1-)-
i=1
(1) Udowodni¢, ze t jest rownowaga Nasha wtw
D(s,1) < D(1,1), VseS.

(2) Wykazmy istnienie rownowagi gry wypuktej.
Zatozenie dowodu nie wprost: przypusémy, ze dla kazdego t € S istnieje takie
s eSS, ze
D(s,t) > D(t,1).

(a) Wykaza¢, ze rodzina
(Os ={t € S; P (s, 1) > P(1, 1)})ses

definiuje otwarta otoczke S.
(b) Wywnioskowaé istnienie skonczonej rodziny (s¥),. takiej, ze

Vi e S, max (s, 1) > &, 1).
keK
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(c) Zaobserwowac, ze © zdefiniowane poprzez

Y kek Pr(t)sk
Zk Or (1) '

o wlasnosci takiej, ze ¢k (t) = (P(s*, 1) — @(1,1))T jest odwzorowaniem
cigglym ze zbioru S w tenze, a stad istnienie punktu statego t* dla @.

(d) Wreszcie otrzymac sprzeczno$é, jako ze ¢ (t*) > 0 pocigga @ (s*, *) >
D(t*, 1").

o) =

4.13. Komentarze

Pojecie rownowagi Nasha (wraz z dowodem jej istnienia) po raz pierwszy pojawito
si¢ w rozprawie Nasha. Nast¢pnie Nash przeprowadzit kilka dowodéw dla réznych
ram, ale wszystkie z nich dotyczyly argumentu z punktu statego.

Przeprowadzono wczesniej kilka prob sformutowania podobnego pojecia (po-
czynajac od Cournota), jednak czyms interesujacym jest zaobserwowac, ze definicje
formalne pojawity si¢ w tym samym okresie, co kilka wynikow odpowiadajacych
uzytym narzedziom (Fan, Kakutani) — tak samo, jak powiagzany, osadzony w teorii
ekonomicznej dowod istnienia ogdlnej rownowagi (Arrow, Debreu), podczas gdy
odpowiadajace temu pojecie wypracowane zostato przez Walrasa znacznie wezesnie;.

Powigzanie migdzy rOwnowagami a wartosciami/strategiami optymalnymi
w grach o sumie zerowej jest podchwytliwe: istnienie wartosci pociaga istnienie
e-rownowag dla wszystkich € > 0. Jednak dla danych strategii optymalnych (s, t)
warunek optymalnos$ci dla gracza 1: g(s,t) > g(s,t)(= v), V¢’ odpowiada najlep-
szej odpowiedzi (lub warunkowi rownowagi) gracza 2. W terminach zwigzanych
z warto$cig gry ustala si¢ wyptlate i zmienia strategie pozostatego gracza, a w row-
nowadze dany gracz porownuje to do wlasnego zestawu strategii.

Zauwazmy réwniez, ze w zaleznosci od kontekstu interpretacja rownowag
moze by¢ rozna. W oryginalnym sformutowaniu Nasha profil rownowagi S jest
normg albo odniesieniem, za$ warunkiem rownowagi jest wtasnos¢, ktora kazdy
z graczy spetnia dla danej swojej funkcji wyptat. W szczegdlnosci fakt, ze dane S
stanowi rownowage nie jest znany graczom, jako ze i nie zna g, a wiec nie moze
sprawdzi¢ warunkow zaistnienia rOwnowagi.

U innych autoréw, s jest pewna kolekcjg przekonan, zas s to przekonania
gracza i na temat zachowania swoich przeciwnikow. Wtedy informacje po grze
sq istotne, mozna na przyktad sprawdzi¢, czy rzeczywiste ruchy przeciwnikow
sg zgodne z tymi przekonaniami. Bardziej ogélnie rzecz ujmujac, w obecnosci
sygnatéw prowadzi to do sformutowania pojecia przypuszczalnych lub samopo-
twierdzajacych si¢ rownowag (patrz wiecej komentarzy w [200]). Gracze moga
roOwniez zywic¢ osobiste przekonania, ktore sa tacznie niespojne, ale dla kazdego
gracza zgodne z jego obserwacjami (Selten).
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