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(2) Niech C b dzie niepustym wypuk ym zwartym podzbiorem K, za  F – pó -
ci g  z góry korespondencj  o zwartych, wypuk ych i niepustych warto ciach 
prowadz c  z C do tego  zbioru.

 De  niujemy przez indukcj  gry Gn = G(x1, …, xn; y1, …, yn) w  jak nast puje: 
x1 jest dowolne, y1  F(x1) dla danej równowagi ( n, n) w Gn, wprowadzamy 
xn+1 =∑n

i=1 τn(i) yi  tak, jak powy ej, a nast pnie yn+1  F(xn+1).

 (a)  Niech x  b dzie punktem akumulacji ci gu {xn}. Niech  > 0 za  N niech 
b dzie takie, e xN+1 oraz xm  B(x , ) dla pewnego m  N. Rozwa my 
równowag  ( N , N) w GN = G(x1, …, xN; y1, …, yN) i wykaza , e {xi, 
i  S( N )}  B(x , 3 ) oraz {xi, i  S( N )}  B(x , 3 ) Wywnioskowa , 
e xN+1 ∈ co{⋃z F(z); z ∈ B(x∗, 3ε)}. 

 (b)  Wywnioskowa  istnienie punktu sta ego dla F.

wiczenie 7. Gry wypuk e [155]
Gra wypuk a jest dana przez zbiory strategii Si i funkcji wyp at Gi z S =∏ j∈I S j  
do , i  I spe niaj cych:

 (i) Si jest zwartym wypuk ym podzbiorem przestrzeni euklidesowej, dla ka dego 
i  I.

 (ii) Gi(·, s i) jest wkl s a na Si, dla ka dego s–i, dla ka dego i  I.
 (iii) 

∑n
i=1 Gi jest ci g a na S.

 (iv) Gi(si, ·) jest ci g a na S–i dla ka dego si, dla ka dego i  I.

Wprowadzamy funkcj   zde  niowan  na S × S poprzez:

 Φ(s, t) =
n∑

i=1

Gi (si , t−i ).

(1) Udowodni , e t jest równowag  Nasha wtw

 Φ(s, t) � Φ(t, t), ∀s ∈ S.

(2) Wyka my istnienie równowagi gry wypuk ej.
 Za o enie dowodu nie wprost: przypu my, e dla ka dego t  S istnieje takie 

s  S, e
 Φ(s, t) > Φ(t, t).

 (a) Wykaza , e rodzina

 (Os = {t ∈ S;Φ(s, t) > Φ(t, t)})s∈S
de  niuje otwart  otoczk  S.

 (b) Wywnioskowa  istnienie sko czonej rodziny (sk)k K takiej, e

 ∀t ∈ S, max
k∈K Φ(sk, t) > Φ(t, t).



81

 (c)  Zaobserwowa , e  zde  niowane poprzez

 Θ(t) =
∑

k∈K φk(t)sk∑
k φk(t)

,

o w asno ci takiej, e φk(t) = (Φ(sk, t)−Φ(t, t))+  jest odwzorowaniem 
ci g ym ze zbioru S w ten e, a st d istnienie punktu sta ego t* dla .

 (d)  Wreszcie otrzyma  sprzeczno , jako e φk(t∗) > 0  poci ga Φ(sk, t∗) > 
Φ(t∗, t∗).

4.13. Komentarze

Poj cie równowagi Nasha (wraz z dowodem jej istnienia) po raz pierwszy pojawi o 
si  w rozprawie Nasha. Nast pnie Nash przeprowadzi  kilka dowodów dla ró nych 
ram, ale wszystkie z nich dotyczy y argumentu z punktu sta ego.

Przeprowadzono wcze niej kilka prób sformu owania podobnego poj cia (po-
czynaj c od Cournota), jednak czym  interesuj cym jest zaobserwowa , e de  nicje 
formalne pojawi y si  w tym samym okresie, co kilka wyników odpowiadaj cych 
u ytym narz dziom (Fan, Kakutani) – tak samo, jak powi zany, osadzony w teorii 
ekonomicznej dowód istnienia ogólnej równowagi (Arrow, Debreu), podczas gdy 
odpowiadaj ce temu poj cie wypracowane zosta o przez Walrasa znacznie wcze niej.

Powi zanie mi dzy równowagami a warto ciami/strategiami optymalnymi 
w grach o sumie zerowej jest podchwytliwe: istnienie warto ci poci ga istnienie 
-równowag dla wszystkich  > 0. Jednak dla danych strategii optymalnych (s, t) 

warunek optymalno ci dla gracza 1: g(s, t ′) � g(s, t)(= v),∀t ′  odpowiada najlep-
szej odpowiedzi (lub warunkowi równowagi) gracza 2. W terminach zwi zanych 
z warto ci  gry ustala si  wyp at  i zmienia strategie pozosta ego gracza, a w rów-
nowadze dany gracz porównuje to do w asnego zestawu strategii.

Zauwa my równie , e w zale no ci od kontekstu interpretacja równowag 
mo e by  ró na. W oryginalnym sformu owaniu Nasha pro  l równowagi s jest 
norm  albo odniesieniem, za  warunkiem równowagi jest w asno , któr  ka dy 
z graczy spe nia dla danej swojej funkcji wyp at. W szczególno ci fakt, e dane s 
stanowi równowag  nie jest znany graczom, jako e i nie zna g–i, a wi c nie mo e 
sprawdzi  warunków zaistnienia równowagi.

U innych autorów, s jest pewn  kolekcj  przekona , za  s–i to przekonania 
gracza i na temat zachowania swoich przeciwników. Wtedy informacje po grze 
s  istotne, mo na na przyk ad sprawdzi , czy rzeczywiste ruchy przeciwników 
s  zgodne z tymi przekonaniami. Bardziej ogólnie rzecz ujmuj c, w obecno ci 
sygna ów prowadzi to do sformu owania poj cia przypuszczalnych lub samopo-
twierdzaj cych si  równowag (patrz wi cej komentarzy w [200]). Gracze mog  
równie  ywi  osobiste przekonania, które s  cznie niespójne, ale dla ka dego 
gracza zgodne z jego obserwacjami (Selten).

 •  - :     


