Zadania

10 ¢« POSTACI NORMALNE

10.1. Pig¢ sposr6d wymienionych ponizej zdan jest réwnowaznych
negacji pozostalych pigciu. Dopasuj kazde zdanie do jego negacji.

(@) pdq
() —pArgq
(o p=(q=p)
(d) p=q
(e) pA—q
() gn (P A—p)
(g pv—q
(h) p&gq
i pA@VvV—9
G) p=9=rp

10.2. Wykaz, ze formula (10.1) jest niespelnialna.

10.3. Dla kazdej podanej ponizej formul zdecyduj, czy jest to tau-
tologia, formuta niespelnialna, czy formutla spelnialna. Odpowiedz
uzasadnij.

(@ (Ve Vig=p)

®) p=9=p

() p=(g=p)

(d) (=pAg)A(@=Dp)
(&) p=9=(Cp=>—9
) (=p=—q9) & (@=p)

10.4. Zapisz nastepujaca formute:
=9 (=@V=r) V(A=)

(a) w koniunkcyjnej postaci normalnej
(b) w dysjunkcyjnej postaci normalne;j

10.5. (a) Wykaz, ze dla dowolnych formut o, B, v,
(xAB)Vavy=aVvy.
(b) Podaj odpowiednig regule do uproszczenia

(VB AaAy.

(c) Znalez¢ mozliwie najprostsze normalne postaci koniunkcyjna
i dysjunkcyjng formuly: (p Aq) = (p® g).
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10.6. W kazdym z ponizszych przypadkéw wykaz, ze dana formula
jest tautologia lub wskaz, dlaczego nie jest.

@ (prg &p)=q
b)) @evEAr)=pPApVg)
© (=p=—9=@=p)

10.7. W tym problemie wykaz, ze przeksztalcenie formuly do jej ko-
niunkcyjnej postaci normalnej moze zwigkszy¢ jej dlugos¢ wykladniczo.
Rozwaz formute

PIANQLN - N Py AGns

gdzie n > 1, za$ p. i g, to zmienne zdaniowe. Ta formufa ma dtugos¢
4n - 1, jedli liczymy kazde wystapienie spdjnika lub zmiennej zdaniowej
i ignorujemy domyslne nawiasy.

(a) Zapisz koniunkcyjng posta¢ normalng tej formuty dla n =3

(b) Jak dluga jest tak otrzymana posta¢ normalna, jesli stosujemy te
sama konwencje¢ pomiaru diugosci, co powyzej? W przypadku
og6lnym, ile wynosi diugos¢ koniunkcyjnej postaci normalne;j
wyrazona jako funkcja n?

(c) Wykaz, ze w analogiczny sposob przeksztalcenie formuly na
jest dysjunkcyjng posta¢ normalna moze zwigkszy¢ jej dlugosé
wykfadniczo.

(d) Rozwazmy nastepujacy algorytm sprawdzania, czy dana for-
muta jest spelnialna. Korzystajac z metod opisanych w tym
rozdziale, przeksztal¢ dang formule w jej dysjunkcyjng posta¢
normalng. Nastepnie sprawdz, czy wszystkie klauzule formuly
zawieraja sprzeczno$¢ (zawierajac zaréwno dang zmienng, jak
ijej dopelnienie. Jesli to nie zachodzi, to formuta jest spetnialna.
Dlaczego jest to algorytm o koszcie wyktadniczym?

10.8. Zapisz zaréwno koniunkcyjna, jak i dysjunkcyjna posta¢ normalna

zdania: ,,Przynajmniej dwa z p, q i r sa prawdziwe”

10.9. W tym zadaniu poznajemy dowodzenie twierdze# metodg rezolucji.

(@) Przypus¢my, ze (e, v ... v e ) oraz (f, v ... v f) s3 klauzula-
mi formuly & bedacej w koniunkcyjnej postaci normalnej, gdzie
m, n 2 1, zaé kazde z e, f; to literal. Zalézmy, ze wszystkie e, roznig
sie od siebie oraz ze wszystkie f; roznig sie od siebie, tak ze klauzule
te s3 zasadniczo zbiorami literaléw. Przypus¢my, Ze e jest zmienng
zdaniowg p, za$ f, = -p. Wykaz, Ze « jest rOwnowazne rezultato-
wi dodania nowego czynnika do « skladajacego si¢ ze wszyst-
kich literaléw wystepujacych w obu tych klauzulach z wyjatkiem
p z pierwszej klauzuli i —p z drugiej. To znaczy:

a=an(eV...Ven_1VAHV...Vf),



(b)

lub - dokladniej - rezultatowi pominiecia wszystkich duplikatow
w tej klauzuli. Nowa klauzula jest otrzymywana z pozostalych dwéch
za pomoca rezolucji i méwimy wtedy, Ze jest ona ich rezolwentem.
Aby nadac¢ jaki$ sens temu wyrazeniu w przypadku m = n = 1,
musimy zinterpretowaé pustg klauzule zawierajaca zero literalow
jako zawsze falszywa — co ma sens, jesli pamietamy, ze otrzymuje
sie ja z dwdch klauzul (p) A (—p). Pusta klauzula jest, innymi stowy,
kolejng nazwa zdania zawsze falszywego F.

Wynika z tego, ze formuta jest niespelnialna, jesli w powtarzanym
procesie formowania rezolwentéw i dodawania ich do formutly
otrzymamy w wyniku pusta klauzule.

Wykaz, ze prawdziwe jest odwrdcenie czgsci (a); to znaczy, jesli
w wyniku procesu tworzenia rezolwentéw i dodawania ich do
formuly nie powstaje pusta klauzula, to wtedy oryginalna formuta
(i wszystkie formuly jej réwnowazne utworzone z niej przez re-
zolucje) s prawdziwe przy pewnym warto$ciowaniu. Wskazéwka:
Niech C bedzie formula utworzong poprzez dodawanie do niej
nowych rezolwentéw tak diugo, az zaden nowy nie moze zostaé
utworzony (dlaczego ten proces sie konczy?). Przypus¢my, ze C jest
niespetnialna, ale wér6d wywiedzionych klauzul nie ma klauzuli
pustej. Jesli oryginalna formula zawiera k zmiennych zdaniowych
Py - P to niech C bedzie formuly sktadajacy sie z wylacznie
tych klauzul z C, w ktérych zmienne zdaniowe znajduja si¢ wérdéd
Py - P, (wiec C, = C). Udowodnij przez indukcje po i, ze dla
kazdego i = 1, ..., k + 1 zadne wartosciowanie zmiennych p, ...,
p, nie sprawia, ze C, jest prawdziwe. Jedyng jednak klauzulg, ktora
moglaby by¢ falszywa z C, + 1 jest klauzula pusta, co prowadzi do
sprzecznosci i konczy dowdd.
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